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Resumen
El problema de la dina´mica de los cuerpos en la Teor´ıa de la Relatividad General ha sido objeto de
estudio desde su propio nacimiento. Diferentes me´todos han sido desarrollados para calcular e inter-
pretar las contribuciones relativistas al movimiento de cuerpos afectados por campos gravitacionales.
Sin embargo, la dependencia de estos campos de cualquier distribucio´n de energ´ıa, incluyendo la propia
gravitacional, se constituye en una dificultad fundamental que hace de este un problema abierto de la
F´ısica. El objetivo del presente trabajo es realizar una exposicio´n exhaustiva de un me´todo general para
tratar el movimiento de los cuerpos extendidos en la Teor´ıa de la Gravedad de Einstein. Para esto se
parte del programa cla´sico seguido en la teor´ıa newtoniana, proponiendo una expansio´n multipolar de
los potenciales gravitacionales en funcio´n de los momentos de densidad de masa, momentum y esfuerzos,
lo cual conduce a las ecuaciones de movimiento traslacional y rotacional de un sistema autogravitante y
aislado, compuesto de cuerpos extendidos. Un acercamiento geome´trico al problema newtoniano, basa-
do en la definicio´n del funcional de momentum generalizado, tambie´n es tratado, con el fin de extender
el me´todo al escenario relativista. Partiendo de los postulados de la Relatividad General, se plantean
las definiciones de tubo de mundo, l´ınea de mundo, momentum, momentum angular, fuerza, torque
y centro de masa. Se obtienen las ecuaciones generales de movimiento para un cuerpo extendido sin
restringir el espacio-tiempo del cual hace parte. Siguiendo el me´todo trazado se calculan las ecuaciones
de Papapetrou para un cuerpo de prueba extendido que se mueve bajo una me´trica esta´tica e isotro´-
pica, sin prescindir de las contribuciones de o´rdenes superiores a las dipolares. Finalmente se estudia
un sistema compuesto por dos cuerpos extendidos, en el marco de la aproximacio´n postnewtoniana ,
definiendo los momentos multipolares de masa y momentum a partir de los potenciales gravitacionales
al primer orden postnewtoniano. Siguiendo el formalismo de Landau-Liftshitz se encuentran las leyes
de movimiento para los momentos y con base en la transformacio´n de coordenadas esta´ndar de esta
teor´ıa, se plantean las ecuaciones de movimiento traslacional.
Palabras clave: Relatividad General, Aproximacio´n Postnewtoniana, Sistemas de muchos cuerpos, Momentos
multipolares.
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Abstract
The dynamics of extended bodies is a fundamental problem in any gravitational theory. In the case
of General Relativity, this problem is under study since the theory was published. Several methods
have been developed and different approaches are avalaible in the literature to interpret the relativistic
contributions in the motion under gravity influence. The main goal in this thesis is to study a general
method to face the equation of motion for extended bodies in General Relativity. We started with a
proposal in the Newtonian theory, which consists in a multipolar expansion for the gravitational po-
tentials as a function of the mass density moments and other physical variables as the stress tensor.
The methodology give us the equation of motion for an isolated and self-gravitating system of extended
bodies in Newtonian mechanics. A geometrical approach to get the equation of motion is also used
for the Newtonian problems, it allows us to extend the methodology to General Relativity. In General
Relativity, some new concepts are necessary: world tube, world line, generalized ideas of momentum,
angular momentum, torque and mass center are introduced in a general context. General expressions
for the equation of motion in the case of extended bodies are written without any restriction. In order
to gain some physical understanding, we compute the Papapetrous’s equation of motion for a test ex-
tended body in a static and isotropic metric. Finally, we study a system of two extended bodies in the
post-Newtonian approximation. We define the mass multipole moments and momentum from the gravi-
tational potentials (metric functions) to the first post-Newtonian order. We follow the Landau-Liftshitz
formalism to find out the equation of motion for the moments and applying the standard coordinate
transformation for this theory, we write the traslational equation of motion.
Keywords: General Relativity, Post-Newtonian Approximation, Many-body systems, Multipolar moments.
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Notacio´n y Convenciones
Constantes y unidades. La constante de Gravitacio´n Universal G = 6.67× 10−11m3/kg s2 y la velo-
cidad de la luz c son escritas expl´ıcitamente a lo largo de todo el trabajo.
I´ndices, vectores, tensores. Los ı´ndices griegos α, β, . . . se utilizan para las coordenadas espacio-
temporales y van de 0 a 3, los ı´ndices latinos i, j, . . . se utilizan u´nicamente para las coordenadas
espaciales y van de 1 a 3. I´ndices repetidos en cualquier posicio´n representan sumatoria. Letras en ne-
grilla A,B, . . . y en caligraf´ıa A,B, . . ., son utilizadas para denotar vectores y tensores respectivamente.
Un sistema de coordenadas se define por xµ = (x0,x), con x0 = ct. Las componentes de la me´trica se
representan por gµν y su inversa es g
µν , tal que gµνgλν = δ
µ
λ, con
δµν =
{
+1, si µ = ν,
0, si µ 6= ν.
.
El ejercicio de ı´ndices se realiza a trave´s del tensor me´trico gµν a menos que se plantee otra manera.
Se define el tensor de Levi-Civita µνκλ, como
µνκλ =

+1, si µνκλ son permutaciones pares de 0123
−1, si µνκλ son permutaciones impares de 0123
0, de cualquier otra manera.
Cuando se trate con tensores de dos puntos, como es el caso de la funcio´n de mundo Ω(x, z), los ı´ndices
α, β, γ, . . . sera´n utilizados para indicar operaciones en el punto z y los ı´ndices κ, λ, µ, . . . indicara´n
operaciones en el punto x, a menos que se sen˜ale lo contrario.
En el cap´ıtulo (5), donde se aplica la expansio´n multipolar a todos los o´rdenes, se utiliza la notacio´n
multi-´ındice, en la cual un tensor con l ı´ndices a1a2 . . . al se simplifica por medio de una letra mayu´scula
xvii
L, entonces FL = Fa1...al .
Signatura, tensor de Riemann, Ricci y ecuaciones de Einstein. La signatura usada es (+,+,−),
la cual corresponde a:
ηµν = (−1, 1, 1, 1),
Rκλµν = ∂µΓ
κ
λν − ∂νΓκλµ + ΓσλνΓκσµ − ΓσλµΓκσν ,
Gµν = −8piG
c4
Tµν ,
Rµν = R
λ
µλν .
Donde Gµν son las componentes del tensor de Einstein dado por
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR.
Tµν son las componentes del Tensor de Energ´ıa-Momentum. Rµνκλ son las componentes del Tensor de
Riemann, Rµν las componentes del Tensor de Ricci y R el Escalar de Ricci.
Los s´ımbolos de Christoffel Γλµν satisfacen la relacio´n
Γλµν =
1
2
gλκ (∂µgκν + ∂νgµκ − ∂κgµν) .
Operadores.
∂α =
∂
∂xα Derivada parcial con respecto a x
α.
∇α Derivada covariante.
g = ∇α∇α es el d’Alambertiano en espacios curvos.
 = ∂α∂α es el d’Alambertiano plano.
δ
δs =
dxµ
ds ∇µ es la derivada covariante a lo largo de la curva.
A(αβ) =≡ 12 (Aαβ +Aβα) denota simetrizacio´n.
A[αβ] ≡ 12 (Aαβ −Aβα) denota antisimetrizacio´n.
A{αβγ} ≡ Aαβγ −Aβγα +Aγαβ es una operacio´n definida solo para 3 ı´ndices.
A˙ representa la derivada con respecto a un para´metro af´ın.
xviii
CAP´ITULO 1
Prefacio
D esde el nacimiento de la Relatividad General el problema de la dina´mica de los cuerpos ha ocupadoun espacio fundamental en el desarrollo de la teor´ıa. Diferentes me´todos han sido utilizados para
dar cuenta de las contribuciones relativistas a las ecuaciones de movimiento de los cuerpos. En muchos
de ellos se aplican aproximaciones fundamentales como considerar los cuerpos como part´ıculas puntuales
que no afectan el espacio-tiempo en el cual se mueven. En contraposicio´n , el objetivo de este trabajo
es estudiar la dina´mica de cuerpos extendidos con una estructura interna arbitraria. Para esto se sigue
el formalismo de Dixon [1] aplicando un me´todo que permite hallar las ecuaciones generales para un
cuerpo extendido sin acudir a restricciones sobre la geometr´ıa del espacio-tiempo o sobre la estructura
del cuerpo. Como resultado se obtiene un sistema acoplado de ecuaciones de movimiento para la masa, el
momentum lineal, el momentum angular y la velocidad del “centro de masa” del cuerpo. El trabajo esta´
organizado de la siguiente forma. En el cap´ıtulo (2) se presentan los fundamentos f´ısicos de la Teor´ıa de
la Relatividad General y se exponen algunas herramientas matema´ticas indispensables en el tratamiento
del problema, como la funcio´n de mundo [2] y la ecuacio´n de desv´ıo geode´sico. En la primera seccio´n del
cap´ıtulo (3) se estudia la dina´mica de los cuerpos extendidos en Meca´nica Newtoniana, desarrollando
un me´todo geome´trico que permite ser generalizado para tratar el problema relativista. En la segunda
seccio´n se plantea el problema relativista. Con base en el segundo postulado de la Relatividad General
se define un funcional de momentum generalizado que da origen al momentum, el momentum angular,
la fuerza y el torque relativistas y permite definir una l´ınea de mundo part´ıcular asociada con un
centro de masa. En el cap´ıtulo (4) se encuentran las ecuaciones de Papapetrou [3] a partir del me´todo
general planteado en el anterior cap´ıtulo, sin excluir las contribuciones de orden superior al dipolar y
considerando una me´trica esta´tica e isotro´pica. Finalmente en el cap´ıtulo (5) se deducen las ecuaciones
de movimiento traslacional de dos cuerpos a primer orden postnewtoniano a partir de una expansio´n
multipolar de los potenciales gravitoele´ctrico y gravitomagne´tico y aplicando la transformacio´n general
de coordenadas que incluye los efectos inerciales y de marea [4].
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CAP´ITULO 2
Fundamentos
E n el siguiente cap´ıtulo se presenta el marco teo´rico necesario para atacar el problema de los cuerposextendidos en Relatividad General . Para este fin se exponen brevemente los principios y postu-
lados de la Teor´ıa de Gravitacio´n de Einstein , y se estudian algunas de las principales ecuaciones de
la teor´ıa. Dentro de la formulacio´n matema´tica se estudian los tensores de dos puntos haciendo e´nfasis
en la funcio´n de mundo, la cual se presenta como una herramienta importante en el tratamiento de la
dina´mica de los cuerpos extendidos.
Si el lector siente la necesidad de profundizar en alguno de estos temas, puede encontrar una gran
variedad de libros de Relatividad General , ya sea que requiera un acercamiento general a la teor´ıa [5–13],
un e´nfasis especial en la dina´mica de los cuerpos [14, 15] o un tratamiento cla´sico sobre los me´todos
relacionados con la funcio´n de mundo [2,16].
2.1. Principios de Relatividad General
La gravedad fue originalmente descrita por Newton al postular la Ley de gravitacio´n universal. Esta
establece que entre todo par de cuerpos del universo existe una interaccio´n, representada por una fuerza
siempre atractiva, que solo depende de la posicio´n relativa de los cuerpos y de su masa gravitacional, la
cual es una propiedad intr´ınseca de la materia. La independencia de esta ley con respecto al tiempo, lo
cual permite que la interaccio´n sea de accio´n instanta´nea, representa un rompimiento con los principios
de la Teor´ıa Especial de la Relatividad , situacio´n que motivo´ a Einstein a buscar una forma relativista
de la ley de gravitacio´n universal.
Una propiedad fundamental de los campos gravitacionales es que todos los cuerpos se mueven en ellos
3
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de la misma manera, con independencia de la masa, siempre y cuando las condiciones iniciales sean las
mismas. Un ejemplo de esto es la ley de caida de los cuerpos de Galileo, quien mostro´ que la aceleracio´n
de un cuerpo en un punto dado sobre la superficie terrestre es independiente de su masa inercial. Al
considerar la Ley de gravitacio´n universal de Newton se concluye que para todos los cuerpos la relacio´n
entre su masa inercial y su masa gravitacional es independiente de la naturaleza del cuerpo, lo cual se
conoce como el “Principio de Equivalencia De´bil”.
Por medio de esta propiedad de los campos gravitacionales es posible establecer una relacio´n entre el
movimiento de los cuerpos bajo la influencia de un campo gravitacional y el movimiento de los cuerpos
estudiados en un sistema de referencia no inercial, pero que no esta´n situados en ningu´n campo exterior.
Por ejemplo, si se considera un objeto de masa arbitraria que se mueve libremente en un sistema de
referencia uniformemente acelerado, este posee una aceleracio´n constante, igual y opuesta a la del sis-
tema. En el caso en que el objeto se mueva libremente en un sistema inercial y bajo la influencia de un
campo gravitacional, este tendra´ una aceleracio´n constante, siempre y cuando el campo gravitacional
sea constante y uniforme (generalmente en pequen˜as regiones del espacio). Entonces, debido al principio
de equivalencia de´bil, al dejar caer libremente cuerpos en un sistema no se puede determinar si este es
inercial y se encuentra en un campo gravitacional, o si esta´ acelerado.
Teniendo en cuenta la equivalencia entre la energ´ıa y la masa, propuesta ya en la Teor´ıa Especial de
la Relatividad , Einstein postulo´ que no es posible determinar bajo ningu´n experimento la diferencia
entre un sistema uniformemente acelerado y un campo gravitacional uniforme. Esto se conoce como
el “Principio de Equivalencia de Einstein”. Sin embargo, la equivalencia entre campo gravitacional y
sistema de referencia no inercial no es absoluta. En efecto, existe una diferencia fundamental relacionada
con el comportamiento de los campos en el infinito. Un campo equivalente a un sistema de referencia
uniformemente acelerado o con movimiento rectil´ıneo no uniformemente acelerado conserva en el infinito
un valor no nulo, por el contrario, los campos gravitacionales“reales”tienden siempre a cero. Por lo tanto,
los campos gravitacionales no se pueden eliminar cualquiera sea la eleccio´n del sistema de referencia,
pero los campos equivalentes a sistemas no inerciales se anulan al pasar a un sistema inercial. Entonces,
el mecanismo por el cual un campo gravitacional puede ser anulado, mediante la eleccio´n adecuada
del sistema de referencia, es considerar solo una regio´n dada del espacio suficientemente pequen˜a para
que el campo se pueda considerar uniforme en ella. Esto es posible si se elige un sistema de referencia
no inercial con una aceleracio´n igual a la que adquiere una part´ıcula colocada en la regio´n del campo
considerado.
La eleccio´n de un sistema de referencia inercial asociado a una part´ıcula en ca´ıda libre solo tiene sentido
en una vecindad pequen˜a de ella. Adema´s, debido a la inhomogeneidad de los campos gravitacionales,
part´ıculas en ca´ıda libre en otras regiones del espacio estar´ıan aceleradas con respecto a la primera.
Entonces, ya no ser´ıa posible comparar objetos f´ısicos como la velocidad, entre part´ıculas ubicadas en
distintas regiones, pues los sistemas inerciales asociados a ellas son independientes. En consecuencia,
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deber´ıa existir una dependencia de la curvatura de la variedad, que si bien no se puede deducir con cer-
teza del anterior analisis, s´ı se constituyo´ en una de las motivaciones que llevaron a Einstein a postular
que la gravitacio´n es una manifestacio´n de la curvatura del espacio-tiempo y que, debido a la relacio´n
que existe entre masa y energ´ıa, esta curvatura estar´ıa determinada por todas las formas de materia-
energ´ıa [6, 13]. En consecuencia todo tipo de energ´ıa, incluida la gravitacional, tiene la capacidad de
generar gravedad y alterar la curvatura del espacio-tiempo. Se dice, entonces, que la materia determina
las propiedades geome´tricas del espacio-tiempo, y estas propiedades determinan el movimiento de las
masas [5, 14]
2.2. Formulacio´n matema´tica de la Relatividad General y las Ecua-
ciones de Campo de Einstein
En esta seccio´n se procedera´ a realizar una revisio´n de los postulados fundamentales de la Relatividad
General y de sus principales resultados teo´ricos siguiendo [7,9,11–13]. En efecto, Einstein propuso una
teor´ıa geome´trica de la gravitacio´n que se apoya en la geometr´ıa diferencial; sin embargo, como teor´ıa
f´ısica, se basa en postulados que se desarrollaron a partir de la bu´squeda de ecuaciones dina´micas que
deb´ıan reducirse a la gravitacio´n newtoniana y la Teor´ıa Especial de la Relatividad , en los l´ımites
adecuados.
Es importante recalcar que la teor´ıa de Newton tambie´n tiene un soporte geome´trico, presente en el
origen mismo de sus trabajos, que ha sido ampliamente estudiado y formalizado [17]. Sin embargo, el
espacio-tiempo newtoniano no esta´ moldeado por la presencia de materia y energ´ıa, y ma´s bien existe
independientemente de estas. Por el contrario, el espacio-tiempo einsteniano no puede separarse de la
materia-energ´ıa y su modelamiento matema´tico debe conducir a una expresio´n que describa este aco-
plamiento. El primer postulado se ocupa de la definicio´n de este espacio-tiempo.
Postulado 1: El espacio-tiempo, constituido por todos los eventos f´ısicos, esta´ descrito por el par
(M, g), donde M es una variedad real, cuadridimensional, conectada de Hausdorff, suave (C∞), espa-
cial y temporalmente orientada, y g es una me´trica lorentziana sobre M.
La signatura lorentziana del tensor me´trico g implica que en cada punto de M el conjunto de los vec-
tores nulos {x/g(x, x) = 0} es un cono (de luz) en el espacio tangente de la variedad, en ese punto.
La analog´ıa entre los campos gravitacionales y los sistemas de referencia no inerciales, anteriormente
sen˜alada, permite establecer algunas relaciones entre la me´trica, como ente geome´trico, y la f´ısica del
problema en cuestio´n. Como es sabido de la Teor´ıa Especial de la Relatividad , en un sistema de
referencia inercial, que no se encuentra bajo la influencia de la gravedad, en coordenadas cartesianas el
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intervalo ds esta´ dado por la relacio´n
ds2 = ηµνdx
µdxν , (2.1)
donde ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) es la me´trica de Minkowski. Al pasar a otro sistema inercial, mediante
una transformacio´n de Lorentz, el intervalo conserva la misma forma. Pero en un sistema de referencia
no inercial, el intervalo ya no tendra´ la forma indicada en (2.1) y no podra´ reducirse a ella cualquiera
sea la transformacio´n de coordenadas [6, 7]. Entonces el cuadrado del intervalo toma la forma,
ds2 = gµνdx
µdxν , (2.2)
donde gµν son funciones de las coordenadas espaciales x
i y de la coordenada temporal x0. Debido a
la equivalencia entre los sistemas de referencia no inerciales y los campos gravitacionales, se puede
afirmar que estos campos esta´n determinados por las cantidades gµν , que representan las componentes
del tensor me´trico, el cual es sime´trico por definicio´n (gµν = gνµ).
Considerando el principio de equivalencia, se tiene que el tensor me´trico puede ser reducido localmente a
la forma galileana (me´trica de Minkowski). Sin embargo, un campo gravitacional no puede anularse por
una transformacio´n de coordenadas en todo el espacio, por lo tanto la me´trica no puede ser reducida,
salvo en un punto, a los valores galileanos, luego se dice que el espacio-tiempo es curvo.
Esto tiene consecuencias importantes cuando se quiere comparar vectores y tensores, lo cual es primor-
dial si se desea conocer la evolucio´n de las cantidades que determinan el estado de una distribucio´n de
materia. Para realizar estas comparaciones es necesario trasladar los vectores en los espacios tangentes
a cada punto. En efecto, un vector que sea transportado paralelamente a lo largo de una curva de un
punto a otro en el espacio plano permanecera´ constante independientemente de la curva. De hecho,
toda la variedad en espacio plano puede ser identificada con su espacio tangente. Esto no sucede en una
variedad curva, donde el transporte parelelo depende del camino [9].
Para definir el transporte paralelo conside´rese un espacio vectorial definido en cada punto de una curva.
Si los vectores en puntos infinitesimalmente cercanos son paralelos y tienen la misma longitud, se dice
que esta´n transportados paralelamente a lo largo de la curva. Esto es equivalente a exigir que la derivada
direccional del vector a lo largo de la curva se anule:
δV µ
δu
= 0, (2.3)
donde V µ es el vector transportado y u es un para´metro afin que caracteriza la curva. La derivada
covariante direccional de un tensor esta´ definida por
δTµ1...µr
δu
=
dxν
du
∇νTµ1...µr (2.4)
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con la definicio´n usual de derivada covariante
∇µTα1...αrβ1...βs = ∂µT
α1...αr
β1...βs
+ Γα1µνT
ν...αr
β1...βs
+ · · ·+ Γα1µνTα1...νβ1...βs − Γνµβ1T
α1...αr
ν...βs
− · · · − Γνµβ1Tα1...αrβ1...ν . (2.5)
As´ı, el transporte paralelo en una variedad curva exige una conexio´n (Γ) bien definida [12]. Esta cone-
xio´n se denomina Conexio´n de Levi-Civita, que por el teorema fundamental de la geometr´ıa riemanniana
es la u´nica compatible con la me´trica g y es sime´trica, lo cual garantiza que la variedad sea libre de
torsio´n [18].
Aunque la conexio´n (Γ) y la me´trica (g) son dos objetos definidos de forma independiente sobre la
variedad, estos se pueden relacionar si se impone la condicio´n de que el transporte paralelo preserve el
producto escalar entre vectores, lo cual es equivalente a exigir que la derivada covariante de la me´trica
sea nula;
∇g = 0, (2.6)
De ah´ı se obtienen los elementos de la conexio´n Γλµν , llamados S´ımbolos de Christoffel, en te´rminos de
la me´trica,
Γλµν =
1
2
gλκ (∂µgκν + ∂νgµκ − ∂κgµν) . (2.7)
Teniendo en cuenta que el tensor me´trico esta´ directamente relacionado con los campos gravitacionales,
se tiene que los s´ımbolos de Christoffel representan los gradientes de estos campos en la Teor´ıa de
Gravitacio´n de Einstein .
La definicio´n de transporte paralelo permite finalmente determinar el tensor de curvatura (Tensor de
Riemann) que caracteriza la geometr´ıa del espacio-tiempo. Este tensor se puede interpretar como el
cambio que se produce en un vector cuando este es transportado paralelamente alrededor de un camino
cerrado sobre la variedad. Dado un vector V µ, el tensor de Riemann (R ) representa un operador
multiplicativo definido por [5, 19]
∇µνV κ −∇νµV κ = −RκλµνV λ. (2.8)
La condicio´n necesaria para que un espacio de Riemann admita una me´trica de Minkowski es
∇µνV κ −∇νµV κ = 0, (2.9)
por lo tanto, debido a la arbitrariedad de V κ, el tensor de Riemann se anula en el espacio plano.
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El tensor de curvatura de Riemann, en componentes, puede ser escrito en te´rminos de las conexiones y
sus derivadas como:
Rκλµν = ∂µΓ
κ
λν − ∂νΓκλµ + ΓσλνΓκσµ − ΓσλµΓκσν . (2.10)
Adicionalmente, este cumple las relaciones de simetr´ıa
Rκλµν = −Rκλνµ = −Rλκµν = Rµνκλ
Rκλµν +Rκµνλ +Rκνλµ = 0,
(2.11)
y las identidades de Bianchi
∇σRλµνκ +∇κRλµσν +∇νRλµκσ = 0, (2.12)
con Rκλµν = gκσR
σ
λµν .
Ahora, conside´rese una part´ıcula libre en el espacio plano. Si no hay presencia de ningu´n tipo de
fuerza la part´ıcula se movera´ con velocidad constante describiendo una l´ınea recta, que es el camino
extremal entre dos puntos. En el caso de una variedad curva la generalizacio´n de una trayectoria en
l´ınea recta se denomina la geode´sica. Una l´ınea recta, en el espacio euclideano, es la u´nica que transporta
paralelamente su vector tangente, por lo que su derivada a lo largo de la curva es nula. Para generalizar
este concepto se utiliza la ecuacio´n (2.3) y se define la geode´sica como la curva a lo largo de la cual su
vector tangente es transportado paralelamente [9], as´ı
δ
δu
dxµ
du
= 0, (2.13)
de donde se obtiene la ecuacio´n de la geode´sica, aplicando (2.5),
d2xµ
du2
+ Γµρσ
dxρ
du
dxσ
du
= 0. (2.14)
En el marco de la Relatividad General esta ecuacio´n representa la trayectoria que sigue una part´ıcula
de prueba que se mueve libremente en un campo gravitacional y sin la influencia de ningu´n otro tipo de
fuerza. Adicionalmente, la part´ıcula de prueba, por definicio´n, tampoco afecta por si misma la geome-
tr´ıa, entonces no se consideran feno´menos de autofuerza como los que se presentan en electrodina´mica.
Entonces, existen dos casos en los que la ecuacio´n (2.14) se puede aplicar, (1) part´ıculas con masa,
donde el para´metro af´ın u se toma como el tiempo propio tal que el vector tangente V µ esta´ normali-
zado, gµνV
µV ν = −1, y (2) part´ıculas sin masa, donde el vector tangente kµ es nulo, luego gµνkµkν = 0.
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Con el fin de determinar todos los anteriores elementos es necesario encontrar una relacio´n entre los
campos gravitacionales, representados en el tensor me´trico y sus derivadas, y las propiedades de la ma-
teria. En este sentido, el postulado de la conservacio´n local de la energ´ıa juega un papel fundamental.
Postulado 2: Existe un tensor sime´trico Tµν = Tµν(ψi,∇ψi) que es funcio´n de los campos de materia
y sus derivadas, hasta un orden finito, tal que:
i) Tµν = 0 sobre el abierto U ⊂M, si y solo si ψi = 0 para todo i sobre U .
ii) ∇νTµν = 0. (2.15)
El tensor T se conoce con el nombre de tensor momentum-energ´ıa. La primera condicio´n expresa que
todos los campos de materia contribuyen a la energ´ıa. La segunda tiene asociada una ley de conservacio´n
si el espacio-tiempo admite un campo vectorial de Killing. En general la existencia de un vector de Killing
implica la existencia de un mapeo isome´trico del espacio-tiempo sobre s´ı mismo, lo cual significa que
existe una cierta simetr´ıa intr´ınseca en ese espacio-tiempo [20]. Se dice que un campo vectorial ξα es
un campo de Killing (con respecto a gµν) si la derivada de Lie de la me´trica, dada por
Lξgµν = ξκ∇κgµν + gµκ∇νξκ + gκν∇µξκ, (2.16)
es nula. Teniendo en cuenta (2.6), esto equivale a que ξ satisfaga la ecuacio´n de Killing,
∇µξν +∇νξµ = 0. (2.17)
La ley de conservacio´n mencionada esta´ asociada con el siguiente lema [21]:
Lema 2.2.1. Sean Tµν un tensor sime´trico libre de divergencia, ∇νTµν = 0, y ξµ un campo de Killing.
Entonces ∇ν (ξµTµν) = 0.
Prueba: Puesto que T es sime´trico
∇ν(ξµTµν) = ∇(µξν)Tµν + ξµ∇νTµν .
Entonces, debido a la antisimetr´ıa de ∇µξν y a que T es libre de divergencia,
∇ν(ξµTµν) = 0. (2.18)
As´ı, si D es una regio´n compacta y orientable, por el teorema de Gauss se tiene que
∫
∂D
ξνT
µνdΣµ = 0, (2.19)
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por lo tanto el flujo de la componente del tensor momentum-energ´ıa en la direccio´n del campo de Killing
sobre una superficie cerrada se anula, lo cual representa una generalizacio´n del teorema de Noether. En
el caso particular de una variedad lorentziana plana, los diez vectores de Killing esta´n asociados con la
conservacio´n de la energ´ıa, el momentum y el momentum angular [13]. Sobre esto se volvera´ cuando se
trate el problema de la dina´mica de los cuerpos en Relatividad General .
Finalmente las ecuaciones de campo de Einstein fijan una relacio´n entre la curvatura asociada con la
me´trica y los campos de materia.
Postulado 3: La me´trica sobre una variedad espacio-tiempo (M, g) esta´ determinada por las ecuaciones
de campo de Einstein
Rµν − 1
2
gµνR = −8piG
c4
Tµν , (2.20)
siendo Rµν el tensor de Ricci, el cual se obtiene a partir del tensor de curvatura de Riemann por
Rµν = R
λ
µλν , R el escalar de curvatura (R = g
µνRµν), G la constante de gravitacio´n universal y c la
velocidad de la luz en el vac´ıo.
El lado izquierdo de la ecuacio´n (2.20), definido como el tensor de Einstein Gµν , tiene la restriccio´n
geome´trica
∇νGµν = 0, (2.21)
la cual se deduce de las identidades de Bianchi para el tensor de Riemann (2.12).
El tensor Gµν tiene diez componentes independientes debido a su simetr´ıa, entonces las Ecuaciones de
campo de Einstein representan un sistema de diez ecuaciones diferenciales acopladas no lineales para la
me´trica y sus derivadas. El tensor me´trico tambie´n tiene diez componentes algebra´icas independientes,
lo que deber´ıa garantizar que, bajo condiciones de frontera apropiadas, las Ecuaciones de campo de Eins-
tein sean suficientes para determinar el tensor me´trico un´ıvocamente. Sin embargo, esto no es cierto pues
las identidades de Bianchi (2.21) reducen las ecuaciones independientes a seis, proporcionando cuatro
grados de libertad en las diez componentes desconocidas de la me´trica. Esta libertad gauge corresponde
al hecho de que si gµν es una solucio´n de las ecuaciones de campo, tambie´n lo es g
′
µν , la cual se determina
a partir de gµν por una transformacio´n general de coordenadas x→ x′. Esta transformacio´n involucra
cuatro funciones arbitrarias x′µ(x), que aportan cuatro grados de libertad a las soluciones de (2.20) [10].
De las identidades de Bianchi tambie´n se tiene que las Ecuaciones de campo de Einstein implican la
conservacio´n local de la energ´ıa (Postulado 2), por lo tanto la no linealidad de la relacio´n entre el campo
g y sus fuentes T es necesaria para que g pueda mediar una interaccio´n entre ellas [22], entendiendolas
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siempre como cualquier distribucio´n de materia-energ´ıa. Esto quiere decir que el campo gravitacional
en un punto del espacio-tiempo no corresponde a la superposicio´n de los campos generados por cada
fuente, pues la presencia de una afecta la geometr´ıa y, por tanto, el movimiento de la otra, ocasionando
as´ı que el campo generado por la u´ltima dependa de esa presencia. Esto tambie´n vale para un solo
cuerpo que no sea de prueba, en el entendido que su propio movimiento “interno” afecta el campo que
genera.
2.3. La funcio´n de mundo
Una herramienta bastante u´til en el estudio del movimiento de los cuerpos, especialmente cuando se
trata de movimiento relativo, es la funcio´n de mundo introducida por Synge en el ca´lculo tensorial [2].
Esta representa una funcio´n tensorial de dos puntos en el espacio-tiempo y es invariante bajo transfor-
maciones de coordenadas en cada uno de ellos. Su importancia radica en que proporciona una medida
de distancia entre dos puntos unidos por una geode´sica.
Sean P1(x1) y P2(x2) dos puntos en el espacio-tiempo, unidos por una geode´sica γ con ecuacio´n z
µ =
zµ(u), donde u es un para´metro afin que va desde u1 hasta u2 (figura 2.1(a)). Entonces la integral
Ω(P1, P2) = Ω(x1, x2) =
1
2
(u2 − u1)
∫ u2
u1
gµνU
µUνdu, (2.22)
tomada a lo largo de γ, con Uµ = dzµ/du el vector tangente a la geode´sica, tiene un valor independiente
del para´metro af´ın particular escogido. Si P2 pertenece a la vecindad convexa normal N (P1), es decir
al conjunto de puntos que esta´n unidos a P1 por una u´nica geode´sica, entonces Ω es una funcio´n de las
ocho variables xµ1 , x
µ
2 y se denominara´ la funcio´n de mundo del espacio-tiempo.
En virtud de la ecuacio´n de la geode´sica (2.14), δU
µ
δu = 0, se tiene que la cantidad gµνU
µUν es constante.
Entonces, si la geode´sica es temporal, el para´metro af´ın puede ser igualado al tiempo propio τ , luego
Ω = −12(c∆τ)2. Si la geode´sica es espacial entonces el para´metro puede igualarse a la distancia propia
s, as´ı Ω = 12(∆s)
2. Si la geode´sica es nula entonces Ω = 0. En general la funcio´n de mundo es la mitad
del cuadrado de la distancia geode´sica entre sus argumentos [23].
En el caso de un espacio-tiempo plano, la geode´sica que une P1 y P2 es una l´ınea recta, entonces en
coordenadas lorentzianas la funcio´n de mundo toma la forma:
Ω(x1, x2) =
1
2
ηµν(x2 − x1)µ(x2 − x1)ν . (2.23)
Con el fin de comprender las propiedades de transformacio´n de la funcio´n de mundo, conside´rese dos
sistemas de coordenadas, C1 y C2, en los dominios D1 y D2 del espacio-tiempo (figura 2.1(b)). Estos
dominios se sobrelapan, y en la interseccio´n existe una transformacio´n suave C1 ↔ C2. El punto P1 se
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localiza en el dominio D1 y tiene coordenadas x
µ
1 en el sistema C1, mientra´s que P2 se encuentra en el
dominio D2 con coordenadas x
µ
2 en el sistema C2. Entonces la expresio´n (2.22) es va´lida si se divide la
integral en dos partes en algu´n punto de la interseccio´n y se utiliza para cada una las coordenadas C1
y C2, respectivamente. Se dice, entonces, que la funcio´n de mundo es un invariante de dos puntos en el
sentido de que su valor no cambia si se transforma independientemente el sistema de coordenadas en
D1 y D2.
(a) (b)
Figura 2.1: (a) Los puntos P1 y P2 unidos por una geode´sica γ descrita por la relacio´n z
µ(u). Uα es el vector tangente
a la geode´sica. (b) Los dominios D1 y D2 conteniendo los puntos P1 y P2 respectivamente, cada uno con sistema de
coordenadas C1 y C2. Los puntos son unidos por una geode´sica γ que atraviesa el sobrelapamiento de los dos dominios,
donde hay una transformacio´n suave C1 ↔ C2
La utilidad de la funcio´n de mundo para el tratamiento del movimiento de los cuerpos viene dada,
principalmente, por sus derivadas covariantes, pues estas esta´n relacionadas con los vectores tangentes
a las geode´sicas y los propagadores de Jacobi para campos vectoriales.
2.3.1. Diferenciacio´n de la funcio´n de mundo
Conside´rese un invariante de dos puntos I, como es el caso de la funcio´n de mundo. La diferenciacio´n
covariante puede realizarse con respecto a las coordenadas en P1 o en P2. Se admite la notacio´n de
Synge, en la cual las derivadas covariantes de estos invariantes se asocian con sub´ındices, cuyo orden
indica el orden de las operaciones. En el caso en que la diferenciacio´n se realice respecto a P1, el grupo
de sub´ındices correspondera´ a α, β, . . ., si se hace respecto a P2 se tomara´ κ, λ, . . .. Las expresiones esta´n
dadas por:
Iα = ∂αI, Iαβ = ∂βIα − ΓδαβIδ, (2.24)
donde los s´ımbolos de Christoffel son evaluados en P1, y
Iκ = ∂κI, Iκλ = ∂λIκ − ΓµκλIµ, (2.25)
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donde los s´ımbolos de Christoffel son evaluados en P2. Es importante tener en cuenta que las cantidades
son funciones de las coordenadas x1 y x2, y son tensores de dos puntos. Adema´s, las cantidades en (2.24)
son un vector dual y un tensor covariante de segundo rango con respecto a transformaciones en P1, pero
son invariantes con respecto a transformaciones en P2. Las diferenciaciones mixtas esta´n dadas por:
Iακ = ∂κIα, Iκα = ∂αIκ. (2.26)
De esta forma el orden en el que aparecen los ı´ndices determina el orden en el cual se realiza la dife-
renciacio´n.
Cada una de las cantidades en (2.26) representa un vector dual bajo una u otra transformacio´n. Adi-
cionalmente, el ejercicio de subir y bajar ı´ndices se puede realizar con gαβ en P1 y con g
κλ en P2, de la
siguiente forma:
Iα = gαβIβ, I
κ = gκλIλ. (2.27)
A partir de (2.24-2.26) se cumple que Iκα = Iακ.
Con el fin de evaluar las derivadas de la funcio´n de mundo se examina la forma en que cambia Ω
cuando uno de sus puntos extremos var´ıa [23]. Entonces, manteniendo fijo x2 en (2.22) y variando x1
como x1 → x1 + δx1, del ca´lculo variacional se obtiene, a primer orden en las variaciones,
δΩ =
1
2
(u2 − u1)
∫ u2
u1
[
∂γgαβ
dzα
du
dzβ
du
δzγ + gαβ
d(δzα)
du
dzβ
du
+ gαβ
dzα
du
d(δzβ)
du
]
du
= (u2 − u1)
∫ u2
u1
[
1
2
∂γgαβ
dzα
du
dzβ
du
δzγ + gαβ
dzα
du
d(δzβ)
du
]
du.
(2.28)
El u´ltimo te´rmino de la integral puede ser integrado por partes tal que
∫ u2
u1
gαβ
dzα
du
d(δzβ)
du
du =
[
gαβU
αδzβ
]u2
u1
−
∫ u2
u1
[
dgαβ
du
dzα
du
+ gαβ
d2zα
du2
]
δzβdu, (2.29)
entonces
δΩ = (u2 − u1)
{[
gαβU
αδzβ
]u2
u1
−
∫ u2
u1
[
gαβ
d2zα
du2
δzβ + ∂γgαβ
dzα
du
dzγ
du
δzβ − 1
2
∂γgαβ
dzα
du
dzβ
du
δzγ
]
du
}
.
(2.30)
Los u´ltimos dos te´rminos se pueden redistribuir para obtener los s´ımbolos de Christoffel de primera
clase,
Γγαβ =
1
2
(∂αgβγ + ∂βgαγ − ∂γgαβ) . (2.31)
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As´ı, al hacer uso de la ecuacio´n de las geode´sicas (2.13 y 2.14), se obtiene
δΩ = (u2 − u1)
[
gαβU
αδzβ
]u2
u1
− (u2 − u1)
∫ u2
u1
gαβ
δUα
δu
δzβdu. (2.32)
El u´ltimo te´rmino se anula teniendo en cuenta que la curva que une los puntos es una geode´sica. Debido
a que δz(u1) = δx1 y δz(u2) = δx2 = 0, la variacio´n de la funcio´n de mundo cumple
∂Ω
∂xβ1
= −(u2 − u1)gαβUα. (2.33)
Entonces la derivada covariante de Ω en el punto P1 esta´ dada por
Ωα = −uUα, (2.34)
con u = u2 − u1. Se puede observar que Ωα es un vector tangente a la geode´sica en P1, reescalado por
u.
Un ca´lculo similar se sigue al mantener fijo x1 y variar x2 → x2 + δx2. En este caso δz(u1) = 0 y
δz(u2) = δx2, luego
Ωκ = uUκ. (2.35)
Volviendo a la definicio´n de la funcio´n de mundo (2.22), esta se puede integrar directamente si se
considera que gαβU
αUβ = cte. a lo largo de γ, debido a la condicio´n de geode´sica, as´ı
Ω(P1, P2) =
1
2
(u2 − u1)2gµνUµUν . (2.36)
Sustituyendo las expresiones (2.34) o (2.35), se obtiene dos ecuaciones diferenciales parciales para la
funcio´n de mundo, a saber
2Ω = gαβΩαΩβ y 2Ω = g
κλΩκΩλ, (2.37)
de donde se deduce que Ωα es un vector tangente a la geode´sica con su longitud igual a la de la
geode´sica [23]. Al derivar (2.37) se obtiene
Ωα = ΩαβΩ
β, Ωκ = ΩκαΩ
α, Ωκ = ΩκλΩ
λ. (2.38)
Conside´rese ahora los l´ımites de las derivadas covariantes de la funcio´n de mundo cuando los dos puntos
P1 y P2 tienden a coincidir. Entonces P1 → P2 implica x1 → x2. Estos l´ımites se denominan l´ımites de
coincidencia y son u´tiles solo si son independientes del camino por el cual P1 tiende a P2. Adema´s, los
l´ımites son funciones tensoriales de un solo punto [2]. Partiendo de (2.36), (2.34) y (2.35), se observa
que
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l´ım
P1→P2
Ω = 0, l´ım
P1→P2
Ωα = l´ım
P1→P2
Ωκ = 0. (2.39)
Al reemplazar las ecuaciones (2.34) y (2.35) en (2.38), se obtienen las relaciones
Uα = ΩαβU
β, gαβU
β = ΩαβU
β. (2.40)
Debido a que los l´ımites de coincidencia son independientes del camino, entonces son independientes
del l´ımite de Uα, luego
l´ım
P1→P2
Ωαβ = δ
α
β, l´ım
P1→P2
Ωαβ = gαβ. (2.41)
Tanto las ecuaciones diferenciales como los l´ımites de la funcio´n de mundo son fundamentales cuando
esta se aplica a me´todos de expansio´n de campos tensoriales [23] o en me´todos de aproximacio´n en la
Teor´ıa de Gravitacio´n de Einstein [24].
Finalmente, la interpretacio´n de la derivada de la funcio´n de mundo como el vector tangente al punto
respecto a cuyas coordenadas se deriva, la convierten en una herramienta adicional que permite definir
las coordenadas normales de Riemann, con respecto a las cuales se anulan las componentes de la cone-
xio´n en el punto origen, y que corresponden a un sistema de referencia localmente inercial asociado a
una part´ıcula en ca´ıda libre [11–13,23].
2.4. La ecuacio´n de desv´ıo geode´sico
Siguiendo [2, 8] se procedera´ a hacer una descripcio´n de la ecuacio´n de desv´ıo geode´sico, la cual da
cuenta de la curvatura en una variedad y se constutuye en la base para determinar la evolucio´n de los
campos vectoriales en ella.
Conside´rese un conjunto singular infinito de curvas γ(v) con ecuaciones xµ = xµ(u, v), donde v es
constante a lo largo de cada curva. Las curvas γ(v) tienen como para´metro af´ın a u y esta´n unidas por
curvas parametrizadas por v. El objetivo es hallar la desviacio´n de cada punto entre γ(v) y γ(v + δv),
donde el cunjunto de curvas forma un biespacio (figura 2.2).
Sean Uα y V α dos campos vectoriales tangentes a cada conjunto de curvas tal que
Uα =
∂xα
∂u
, V α =
∂xα
∂v
. (2.42)
Entonces la expresio´n para la aceleracio´n del vector desviacio´n V α (o, lo que es equivalente, del vector
desviacio´n infinitesimal ηα = V αδv), se obtiene a partir de la segunda derivada direccional δV α/δu.
Las derivadas direccionales de estos campos vectoriales respecto a u y v cumplen
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Figura 2.2: Conjunto de geode´sicas con para´metro af´ın u, cada una de ellas con un valor de v constante. La evolucio´n
del vector V α proporciona una medida de la desviacio´n de las geode´sicas.
δUα
δv
=
δV α
δu
, (2.43)
lo que resulta de reconocer su caracter tensorial y su validez en un sistema de coordenadas local donde
los s´ımbolos de Christoffel se anulan [2]. Es decir, en cada punto de cruce entre las curvas simpre se
pueden elegir los campos vectoriales tal que
[
Uα, V β
]
= UαV β − UβV α = 0. (2.44)
Entonces
δ2V α
δu2
=
δ2Uα
δuδv
. (2.45)
A partir de la regla de conmutacio´n (2.8) y de la definicio´n de derivada direccional, se sigue
δ2Uα
δuδv
− δ
2Uα
δvδu
+
(
δV β
δu
− δU
β
δv
)
∇βUα = RαβγδUβUγV δ. (2.46)
Reemplazando las expresiones (2.43) y (2.45), se obtiene finalmente
δ2V α
δu2
=
δ2Uα
δvδu
+RαβγδU
βUγV δ. (2.47)
Desde el punto de vista del principio de equivalencia, esta ecuacio´n es importante pues representar´ıa
la desviacio´n de las geode´sicas, lo que asegurar´ıa la existencia de un campo gravitacional. Segu´n este
principio los experimentos que involucran gravedad conducen a resultados ide´nticos a los realizados en
un sistema que se mueve aceleradamente (esto localmente). Entonces dos sistemas en cada contexto
ser´ıan indistinguibles.
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Para probar la existencia de efectos gravitacionales, se analizan las trayectorias de los cuerpos que caen
bajo la influencia de estos. Por ejemplo, si dos cuerpos caen libremente en un campo gravitacional
central, como el de la Tierra, la separacio´n entre sus trayectorias disminuye continuamente de forma
no lineal. Esto no ocurre en un sistema sobre el cual el campo gravitacional es uniforme [8].
Como se menciono´ en la seccio´n (2.1), part´ıculas en ca´ıda libre en distintas regiones del espacio-tiempo
esta´n aceleradas una con respecto a la otra. En Relatividad General , las trayectorias seguidas por par-
t´ıculas libres son geode´sicas, as´ı que para ver los efectos gravitacionales es necesario hallar la aceleracio´n
del vector desviacio´n entre ellas. Esta aceleracio´n contendra´, entonces, la informacio´n de la curvatura
del espacio-tiempo.
En el caso de curvas geode´sicas se cumple (2.13); bajo este resultado y las propiedades de simetr´ıa del
tensor de Riemann (2.11), la ecuacio´n de desv´ıo geode´sico toma la siguiente forma:
δ2V µ
δu2
+RµνκλU
νUλV κ = 0. (2.48)
Una solucio´n a esta´ ecuacio´n se determina al suministrar los valores de V µ y δV µ/δu para un valor fijo
de u. Para ver esto conside´rese la derivada covariante de la funcio´n de mundo (2.34), tomando como
valor inicial z(v) = x(0, v) y derivando en ese punto, entonces
Ωα(z(0, v), x(u, v)) = −uUα, (2.49)
cuya derivada direccional respecto a v, teniendo en cuenta que la diferenciacio´n actu´a sobre cada
argumento separadamente, esta´ dada por
ΩαβV
β + ΩακV
κ = −uδU
α
δv
. (2.50)
Multiplicando por (Ωκα)
−1, definida como la inversa de la matriz Ωακ, y aplicando (2.43) se tiene
V κ = (−Ωκα)−1ΩαβV β − u(Ωκα)−1
δV α
δu
. (2.51)
Si se considera esta ecuacio´n con v = 0, entonces x(u, 0) representa una geode´sica γ a lo largo de la cual
el vector V κ(u, 0) satisface la ecuacio´n de desv´ıo geode´sico con valores iniciales de V κ y su derivada
calculados en u = 0. Sin embargo, si se escoge una familia de geode´sicas adecuada, γ puede asumirse
como una geode´sica arbitraria con valores iniciales arbitrarios V α y δV α/δu. Por lo tanto, la expresio´n
(2.51) es la solucio´n formal de la ecuacio´n de desv´ıo geode´sico (2.48) [25,26].
En este punto es importante notar que un campo vectorial de Killing, fundamental en el estudio de
cantidades conservadas (lema 2.2.1), satisface la ecuacio´n (2.48). Para mostrarlo conside´rese la segunda
derivada del campo de Killing ξκ,
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δ2ξκ
δu2
= Uµ∇µ (Uν∇νξκ) , (2.52)
puesto que la derivada covariante es leibniziana se cumple
δ2ξκ
δu2
=
δUν
δu
∇νξκ + UµUν∇νµξκ. (2.53)
donde δUν/δu = 0 por la condicio´n de curvas geode´sicas, as´ı
δ2ξκ
δu2
= UµUν∇νµξκ. (2.54)
De acuerdo con la ecuacio´n (2.8) un campo vectorial de Killing satisface
∇µνξκ −∇νµξκ = Rλκµνξλ. (2.55)
Aplicando las ecuaciones de simetr´ıa del tensor de Riemann (2.11) y la ecuacio´n de Killing (2.17), se
tiene
∇µνξκ +∇νκξµ −∇νµξκ = 0, (2.56)
luego
∇µνξκ = Rκµνλξλ. (2.57)
Por lo tando, al reemplazar en la ecuacio´n (2.54), esta se reduce a
δ2ξκ
δu2
+RκλµνU
λUνξµ = 0, (2.58)
concluyendo que un campo vectorial de Killing satisface la ecuacio´n de desv´ıo geode´sico. Entonces, los
valores de ξα y δξ
α
δu pueden ser usados para hallar ξ
κ en otro punto. Debido a (2.51), la solucio´n a (2.58)
con valores iniciales conocidos se puede escribir como
ξκ = (−Ωκα)−1 Ωαβξβ − u (Ωκα)−1
δξα
δu
. (2.59)
Las derivadas de la funcio´n de mundo en (2.51) son llamadas los propagadores de Jacobi y los campos
que satisfacen (2.48) a lo largo de la geode´sica se denominan campos de Jacobi. Para los propagadores
se utilizara´ la siguiente notacio´n:
Hκα ≡ (−Ωακ)−1 , Kκα ≡ HκβΩβα, (2.60)
cuyos l´ımites de coincidencia esta´n dados por
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l´ım
x→zH
κ
α = l´ımx→zK
κ
α = δ
κ
α. (2.61)
Con esta notacio´n y empleando las expresiones (2.4), (2.17) y (2.34), la ecuacio´n (2.59) toma la forma
ξκ(x) = K
α
κ ξα(z) +H
α
κ Ω
β∇[αξβ](z). (2.62)
Finalmente, un campo vectorial ξκ, no necesariamente de Killing, que satisfaga la ecuacio´n (2.51) deja
a Ωα invariante bajo la derivada de Lie. Haciendo actuar esta derivada sobre cada para´metro de Ωα de
forma separada, se tiene
LξΩα = ξβΩαβ + ξκΩακ − Ωβ∇βξα, (2.63)
lo cual se anula pues es igual a la ecuacio´n (2.50) [26].
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CAP´ITULO 3
Dina´mica de los cuerpos extendidos
E l propo´sito de este cap´ıtulo es presentar un me´todo general que permita describir la dina´mica de
sitemas de cuerpos extendidos aislados, dotados de una estructura interna y con dimensiones finitas.
En el marco de la Teor´ıa de Gravitacio´n de Einstein un cuerpo f´ısico esta´ descrito por una regio´n cua-
dridimensional del espacio-tiempo. Sin embargo, esta regio´n no es independiente de la relacio´n ı´ntima
que existe entre gravedad y geometr´ıa; por el contrario, hace parte de ella, es decir, esta´ sujeta a la
existencia misma del espacio-tiempo. Esto genera cierta dificultad para establecer las leyes de movi-
miento del cuerpo, pues su trayectoria, denominada l´ınea de mundo, se ve afectada por la geometr´ıa
que depende de la distribucio´n de momentum-energ´ıa de otros cuerpos, de e´l mismo y del campo gra-
vitacional. Adicionalmente, se debe determinar si la l´ınea de mundo es una geode´sica, y si puede ser
asociada con un centro de masa definido a partir de los momentos multipolares del cuerpo.
Con el fin de relacionar la l´ınea de mundo con un centro de masa se considera el programa que se sigue
en la Teor´ıa de Gravedad de Newton. En efecto, la teor´ıa admite que los cuerpos sean representados por
puntos dotados de masa, lo cual tiene su fundamento en las leyes de Newton. Esto permite definir el
sistema centro de masa, respecto al cual se analizan los movimientos de las componentes del cuerpo, y
un sistema de referencia global que de cuenta del movimiento del cuerpo como un todo. El programa ha
sido ampliamente desarrollado y hace parte de un tratamiento cla´sico [27,28], cuya intencio´n principal
es descomponer el problema en dos: el problema externo, donde se determina el movimiento de los
centros de masa de cada cuerpo, y el problema interno, donde se trata el movimiento de cada cuerpo
alrededor de su centro de masa. En el primero de ellos, el efecto dominante se debe a los potenciales
gravitacionales generados por los objetos restantes; la estructura de cada cuerpo tiene una influencia
secundaria en el movimiento de los centros de masa, de tal forma que el problema se aproxima al de
21
22 Cap´ıtulo 3. Dina´mica de los cuerpos extendidos
una part´ıcula puntual. En el segundo caso, las fuerzas internas, debidas a presiones y esfuerzos, junto
a las fuerzas inerciales cumplen un papel ma´s importante que el de las fuerzas de marea generadas por
los potenciales gravitacionales de los cuerpos restantes. Como resultado final se obtendr´ıa un conjunto
de ecuaciones diferenciales que dar´ıan cuenta del movimiento de los cuerpos.
A pesar de las relaciones que se puedan establecer entre los me´todos desarrollados en la teor´ıa de
Newton y los correspondientes a la teor´ıa de Einstein, las dificultades te´cnicas y conceptuales de esta
u´ltima han sido un obsta´culo en el estudio de la dina´mica de los cuerpos. Adicionalmente, un intento
por asociar los conceptos propios de cada teor´ıa puede ser peligroso, ya que esto en ocasiones conduce a
una interpretacio´n newtoniana de la Teor´ıa de Gravitacio´n de Einstein , por ejemplo, en lo relacionado
con la estructura del espacio-tiempo y la definicio´n de cuerpo extendido. Sin embargo, esto no ha
sido un impedimento para que, desde el nacimiento de la Relatividad General , el problema haya sido
atacado, logrando avances significativos que, aunque no han conducido a una solucio´n definitiva, han
permitido responder satisfactoriamente a las observaciones astrono´micas. Uno de los acercamientos
generales ma´s conocidos es el desarrollado por Dixon [1,25,29,30], quien traza un programa que emula
el newtoniano, definiendo centro de masa, momentum, momentum a´ngular, fuerza y torque relativistas.
Este tratamiento sera´ un fundamento importante a lo largo de este trabajo y es el objeto del presente
cap´ıtulo.
3.1. Dina´mica de los cuerpos extendidos en Meca´nica Newtoniana
Como se menciono´ anteriormente, se pretende estudiar un sistema aislado compuesto por un nu´mero
finito de cuerpos cuya longitud caracter´ıstica individual es mucho menor que las separaciones mutuas,
pero lo suficientemente grande para que la estructura interna de cada objeto deba ser considerada. La
condicio´n relacionada con el aislamiento del sistema tiene su fundamento en la jerarqu´ıa que involucra
la influencia gravitacional de los cuerpos que constituyen el universo, por ejemplo, se puede argu-
mentar que las estrellas de las galaxias generan solo fuerzas de marea despreciables sobre el sistema
solar, dejando su dina´mica interna inalterada, aunque puede afectar el movimiento total del sistema [28].
El fundamento del programa newtoniano, descrito por diferentes autores [14] [1] [28], es considerar el
movimiento de cada cuerpo como un todo y caracterizarlo por un nu´mero finito de para´metros, tales
como las coordenadas del centro de masa, los valores de sus masas, sus momentos de inercia, etc. Se
requiere que estos para´metros sean suficientes para caracterizar las fuerzas ejercidas sobre otros cuer-
pos, los cuales determinan sus movimientos. En el problema tratado las fuerzas son gravitacionales,
entonces los para´metros que caracterizan un cuerpo, como un todo, deben escogerse de tal manera que
permitan una determinacio´n precisa del campo gravitacional producido en la regio´n que contiene los
cuerpos. Para construir las ecuaciones de movimiento, es necesario establecer los grados de libertad que
se proponen estudiar. Estos grados de libertad corresponden al movimiento traslacional de cada cuerpo
y a la rotacio´n de cada uno respecto a su centro de masa.
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El punto de partida son las ecuaciones newtonianas que gobiernan el movimiento de una distribucio´n
de materia [1, 26]. Sean xi las componentes del vector posicio´n x(t) de un punto con respecto a un
origen fijo y ρ = ρ(t,x) la densidad de masa, restringida por un soporte compacto que consiste en N
componentes conectadas que no se traslapan, siendo N el nu´mero de cuerpos del sistema. Las ecuaciones
que describen la dina´mica total del sistema, escritas en coordenadas rectangulares, son:
I) la ecuacio´n de continuidad
∂ρ
∂t
+ ∂i(ρvi) = 0, (3.1)
con vi = x˙i(t,x) el campo de velocidades de la materia;
II) las ecuaciones de Euler para el movimiento local del fluido
ρ
(
∂vi
∂t
+ vj∂jvi
)
= ∂jσij + ρ∂iφ, (3.2)
donde σij es el tensor de esfuerzos, el cual es sime´trico como consecuencia del balance de momentum
angular [31], y φ es el potencial gravitacional; y
III) la ecuacio´n de Poisson
∇2φ = −4piGρ. (3.3)
El supuesto inicial de considerar un sistema finito aislado puede interpretarse como una ca´ıda del
potencial gravitacional fuera del sistema, tal que
l´ım
|x|→∞
t=cte.
φ(t,x) = 0, (3.4)
lo cual se constituye en una condicio´n de frontera para (3.3); por lo tanto, la u´nica solucio´n aceptable
a la ecuacio´n de Poisson es [32]:
φ(t,x) = G
∫
ρ(t,x′)
|x− x′|d
3x′; (3.5)
|x| y d3x son la norma y el volumen euclidianos respectivamente.
La dina´mica del sistema se describe por la evolucio´n en el tiempo t de la densidad de masa y del campo
de velocidades, gobernadas por (3.1) y (3.2), donde el tensor de esfuerzos y el potencial gravitacional
pueden escribirse en te´rminos de ρ. De esta manera, el problema se reduce a solucionar las ecuaciones
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acopladas (3.1-3.3).
La suposicio´n de un sistema compuesto por cuerpos distantes permite encontra una expresio´n, de forma
aproximada, para la ecuacio´n de movimiento de cada cuerpo. Esto se logra realizando una expansio´n
multipolar de la masa, el momentum y los esfuerzos, respecto a cierto origen, y tomando los te´rminos
hasta el orden que se requiera. El proceso es fundamental en la separacio´n del problema en uno externo
y uno interno, te´cnica propuesta por Tisserand [27].
3.1.1. Momentos de masa, de momentum y de esfuerzos
La validez de la expansio´n multipolar que se lleva a cabo en esta instancia radica en la completez
del conjunto de los momentos que determinan una funcio´n escalar. Supo´ngase que la funcio´n escalar
f : R3 → R tiene soporte compacto1, entonces sus momentos con respecto al or´ıgen se definen como:
F a1...an ≡
∫
xa1 . . . xanf(x)d3x. (3.6)
La funcio´n se puede expresar en te´rminos de sus momentos a trave´s de la transformada de Fourier, a
saber
f˜(k) =
∫
f(x)eik·xd3x. (3.7)
Expandiendo la funcio´n exponencial,
f˜(k) =
∞∑
n=0
∫
f(x)
in
n!
ka1 . . . kanx
a1 . . . xand3x
=
∞∑
n=0
in
n!
ka1 . . . kanF
a1...an .
(3.8)
Al tomar la transformada inversa,
f(x) =
∞∑
n=0
(
(2pi)−3
∫
in
n!
ka1 . . . kane
−ik·xd3k
)
F a1...an , (3.9)
por lo tanto los momentos multipolares definidos en (3.6) describen completamente la funcio´n f(x) [25].
Este resultado puede ser aplicado a las funciones densidad de masa, de momentum y de esfuerzos de
sistemas localizados y acotados.
1Una funcio´n tiene soporte compacto si se anula afuera de algu´n conjunto compacto contenido en el espacio. El soporte
de una funcio´n f , supp(f), es la clausura del conjunto donde f(x) 6= 0. Esto garantiza que la funcio´n representa un objeto
de taman˜o finito.
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Conside´rese un solo cuerpo afectado por el campo gravitacional generado por e´l mismo y por fuentes
externas. Sea r el vector relativo a un punto or´ıgen en movimiento z, tal que sus componentes esta´n
dadas por
ri(t) = xi(t)− zi(t). (3.10)
Se definen los momentos de densidad de masa, de momentum y de esfuerzos, respectivamente, como
ma1a2...an ≡
∫
V
ra1ra2 ...ranρd
3x, (3.11)
pa1a2...anb ≡
∫
V
ra1ra2 ...ranρvbd
3x, (3.12)
ta1a2...anbc ≡
∫
V
ra1ra2 ...ran(ρvbvc − σbc)d3x, (3.13)
para cada entero n ≥ 0, donde las integrales son tomadas sobre algu´n volumen espacial V que contiene
al cuerpo estudiado. En (3.13) σbc representa el tensor sime´trico de esfuerzos.
Teniendo en cuenta que la variacio´n temporal de estas integrales es importante en el desarrollo de la
ecuacio´n de movimiento del cuerpo, es necesario notar que la derivada temporal de cualquier integral
que incluya la densidad de masa cumple
d
dt
∫
f(t,x)ρ(t,x)d3x =
∫
df(t,x)
dt
ρ(t,x)d3x. (3.14)
De acuerdo con la ecuacio´n de continuidad (3.1) y aplicando la regla de la cadena, la funcio´n f = f(t,x)
satisface
∂
∂t
(fρ) + ∂i(fρvi) = ρ
df
dt
, (3.15)
luego
d
dt
∫
f(t,x)ρ(t,x)d3x =
∫
∂
∂t
(fρ)d3x
=
∫
ρ
df
dt
d3x−
∫
ρ∂i(fρvi)d
3x.
(3.16)
Teniendo como base el teorema de Gauss y asumiendo que la densidad de masa se anula en la frontera,
el u´ltimo te´rmino en la parte derecha de la ecuacio´n se anula. De ah´ı que la expresio´n (3.14) se cumpla.
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3.1.2. Centro de masa
La masa total y el centro de masa de un cuerpo, en un tiempo t, pueden ser definidas a partir de la
ecuacio´n (3.11). La masa representa el monopolo de densidad de masa,
m :=
∫
V
ρd3x. (3.17)
Se sigue de (3.14) que la masa se conserva, ya que
dm
dt
= 0. (3.18)
El centro de masa de un sistema, en meca´nica cla´sica, se define como el punto con respecto al cual el
momento dipolar de masa se anula [33],
ma = 0. (3.19)
Con el fin de establecer la existencia del centro de masa, supo´ngase que el punto origen z cumple
zi(t) =
∫
V xiρ(t,x)d
3x∫
V ρ(t,x)
; (3.20)
por consiguiente, el momento dipolar (3.11) del sistema es
ma =
∫
V
raρd
3x =
∫
V
xaρd
3x− za
∫
V
ρd3x, (3.21)
el cual se anula por (3.20), luego z es el centro de masa.
La unicidad se establece considerando dos centros de masa z y z′, con respecto a los cuales las posiciones
de un punto dentro del cuerpo son r y r′. Entonces, por definicio´n se tendra´
∫
V
riρd
3x = 0,
∫
V
r′iρd
3x′ = 0, (3.22)
con
r′i = ri − (z′i − zi); (3.23)
combinando con (3.22), esto conduce a que z′i − zi = 0. Por lo tanto, el centro de masa es u´nico.
Adicionalmente, el caracter positivo de la masa (ρ ≥ 0) garantiza que el centro de masa sea un pun-
to representativo adecuado para describir la posicio´n del cuerpo, pues pertenece a su envolvente convexa.
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En el espacio Euclidiano, un conjunto convexo se caracteriza por el requerimiento de que dos puntos
cualesquiera, que pertenezcan a ese conjunto, pueden unirse por medio de una l´ınea recta que perte-
nezca al conjunto [21].La interseccio´n de todos los conjuntos convexos que contienen al cuerpo (que
esta´ localizado) es un subconjunto convexo del espacio, denominado envolvente convexa. En geometr´ıa,
la envolvente convexa de un subconjunto S del espacio coincide con el conjunto de de los baricentros
de los puntos de S, dotados de masa positiva [34]. Debido a la asociatividad del baricentro, se puede
afirmar que este pertenece al subconjunto S que contiene al cuerpo. Es importante aclarar que el te´r-
mino baricentro usado en la presente seccio´n corresponde al centro de masa de un sistema discreto o
con densidad de masa homoge´nea.
Un resultado adicional que indica la conveniencia del centro de masa como punto representativo del
cuerpo, se obtiene al analizar la variacio´n del momento dipolar con respecto al tiempo. Derivando ma(t)
y haciendo uso de la ecuacio´n (3.14), se tiene que
dma
dt
=
∫
V
dra
dt
ρd3x, (3.24)
lo cual representa el momentum lineal respecto al punto or´ıgen en z. Reemplazando (3.10) en ra,
dma
dt
=
∫
V
(va − z˙a)ρd3x, (3.25)
y dada la definicio´n (3.12),
dma
dt
= pa −mz˙a; (3.26)
por lo tanto, bajo la definicio´n cla´sica de centro de masa, se sigue que
pa = mz˙a. (3.27)
De ah´ı se puede interpretar que el momentum total de un sistema es igual al de una part´ıcula, cuya
masa es constante, igual a la masa total del sistema, y que se desplaza a la velocidad z˙a del centro de
masa.
3.1.3. Fuerza y Torque
Conside´rese el momento correspondiente a la densidad de momentum para n = 0,
pa =
∫
V
ρvad
3x; (3.28)
haciendo uso de la ecuacio´n (3.14), la derivada con respecto al tiempo estara´ dada por
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dpa
dt
=
∫
V
ρ
dva
dt
d3x. (3.29)
Al aplicar la regla de la cadena sobre la derivada temporal del campo de velocidades y reemplaza´ndola
por el te´rmino de la derecha de la ecuacio´n (3.2), se obtiene
dpa
dt
=
∫
V
(ρ∂bσab + ρ∂aφ) d
3x; (3.30)
de esta manera se define la fuerza, tal que
dpa
dt
≡ Fa =
∫
V
(ρ∂bσab + ρ∂aφ) d
3x. (3.31)
Gracias a la linealidad de la ecuacio´n (3.3) se puede aplicar el principio de superposicio´n para expresar el
potencial gravitacional como la suma de un potencial gravitacional interno φ(s), producido por el cuerpo
estudiado, y un potencial gravitacional externo φ(e), debido a los cuerpos restantes que componen el
sistema. Entonces la fuerza se descompone en la fuerza interna total,
Fa(s) :=
∫
V
(
ρ∂bσab + ρ∂aφ(s)
)
d3x (3.32)
y la fuerza externa total,
Fa(e) :=
∫
V
ρ∂aφ(e)d
3x. (3.33)
Sean A,B,C, . . . las etiquetas correspondientes a cada cuerpo, entonces
φ(s)A(t,x) := G
∫
VA
ρ(t,x′)
|x− x′|d
3x′, (3.34)
con x ∈ A; y
φ(e)A(t,x) :=
∑
B 6=A
G
∫
VB
ρ(t,x′)
|x− x′|d
3x′, (3.35)
integrando sobre los cuerpos restantes.
Un ana´lisis cuidadoso de la ecuacio´n (3.32) da como resultado la nulidad de la fuerza interna total. Esto
se debe a que el te´rmino de divergencia se anula, al aplicar el teorema de Gauss, pues σab es cero en la
frontera. Adicionalmente, de acuerdo con la ecuacio´n (3.34), el u´ltimo te´rmino en (3.32) es tal que
∫
ρ(t,x)∂aφ(s)d
3x = −G
∫ ∫
ρ(t,x)ρ(t,x′)
|x− x′|3 (x− x
′)ad3xd3x′, (3.36)
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lo cual se anula debido a la antisimetr´ıa de la integral en x y x′, como se esperaba por cuenta de la
tercera ley de Newton. En consecuencia, la fuerza total definida en (3.31), queda determinada por
Fa =
∫
V
ρ∂aφ(e)d
3x, (3.37)
luego
dpa
dt
=
∫
V
ρ∂aφ(e)d
3x. (3.38)
Para determinar el torque total, inicialmente se define el momentum angular total como la parte an-
tisime´trica del dipolo de densidad de momentum (3.12) del cuerpo con respecto al punto or´ıgen za(t),
Entonces
Sab ≡ 2p[ab] = 2
∫
V
ρr[avb]d
3x. (3.39)
La derivada de pab con respecto al tiempo vendr´ıa dada por
dpab
dt
=
∫
V
(rav˙b + r˙avb) ρd
3x, (3.40)
donde r˙a, es la velocidad relativa a za. Reemplazando ra por la expresio´n (3.10), en la segunda integral,
la ecuacio´n (3.40) toma la forma
dpab
dt
=
∫
V
(rav˙b + vavb − z˙avb) ρd3x, (3.41)
que se puede reescribir. por medio de la ecuacio´n (3.2), como
dpab
dt
=
∫
V
(ra∂cσbc + raρ∂bφ+ ρvavb − ρz˙avb) d3x. (3.42)
El te´rmino correspondiente a la derivada del tensor de esfuerzos estar´ıa dado por
∫
V
ra∂cσbcd
3x =
∫
v
∂c(raσbc)d
3x−
∫
V
δacσbcd
3x, (3.43)
eliminando el te´rmino divergencia, debido a la nulidad de σbc en la frontera, y reemplazando en (3.42)
dpab
dt
=
∫
V
(ρvavb − σba + raρ∂bφ− ρz˙avb) d3x. (3.44)
Teniendo en cuenta de la definiciones de momentos (3.12-3.13),
dpab
dt
= −z˙apb + tab +
∫
V
raρ∂bφd
3x; (3.45)
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donde tab es sime´trico, por la propiedad de simetr´ıa del tensor de esfuerzos. Por lo tanto, la ecuacio´n
para el momentum angular total es
dSab
dt
= 2p[az˙b] + 2
∫
V
r[aρ∂b]φd
3x. (3.46)
Sea
Lab := 2
∫
V
r[aρ∂b]φd
3x, (3.47)
el torque total que actu´a sobre el cuerpo; entonces
dSab
dt
− 2p[az˙b] = Lab. (3.48)
As´ı, en general, la variacio´n temporal del momentum angular tiene una contribucio´n del torque, que
depende del campo gravitacional y de la posicio´n instanta´nea de z, y una contribucio´n que involucra la
cinema´tica de este punto, la cual es nula cuando se escoge z como el centro de masa.
Es interesante notar que en este caso los campos gravitacionales internos tampoco contribuyen a la
evolucio´n del momentum angular (por 3.36), es decir, el torque total interno se anula. Entonces, el
cuerpo satisfara´ ecuaciones de evolucio´n que son instanta´neamente ide´nticas a las correspondientes a un
cuerpo de prueba con momentos multipolares en un campo φ(e) que cumple la ecuacio´n de Laplace [35].
Esto se vera´ en lo que sigue.
3.1.4. El problema externo y el problema interno
Como se menciono´ anteriormente, un me´todo adecuado para estudiar el problema del cuerpo extendido,
cuya dina´mica estar´ıa determinada por las ecuaciones de movimiento (3.38) y (3.48), es separarlo en un
problema externo y uno interno. Esta divisio´n es u´til ya que los dos problemas so´lo esta´n de´bilmente
acoplados [28]. El estudio de los aspectos que encierra este acoplamiento permite hablar de una baja
influencia de la estructura interna del cuerpo en el problema externo, que principalmente se relaciona
con la traslacio´n, y de una incidencia reducida de las fuerzas externas en el tratamiento del movimiento
de los cuerpos con respecto a su centro de masa.
Para estudiar el movimiento del cuerpo como un todo es aconsejable recurrir la la definicio´n del centro
de masa como punto representativo de este. Haciendo uso del resultado obtenido en (3.27), la ecuacio´n
(3.38) se transforma en una ecuacio´n de movimiento para el centro de masa, dada por
m
d2za
dt2
=
∫
V
ρ∂aφ(e)d
3x; (3.49)
3.1. Dina´mica de los cuerpos extendidos en Meca´nica Newtoniana 31
donde el campo gravitacional externo interacciona con todo el cuerpo, por lo cual la estructura interna
afecta el movimiento del cuepo.
Una circunstancia que reduce la influencia de la estructura interna es la suposicio´n inicial de que los
cuerpos esta´n separados por distancias grandes en comparacio´n con sus taman˜os.
Para medir la magnitud del acoplamiento geome´trico entre los cuerpos extendidos, conside´rese el para´-
metro adimensional
α :=
L
R
, (3.50)
con L la dimensio´n caracter´ıstica de los cuerpos y R la separacio´n caracter´ıstica entre ellos. Se pretende
entonces, solucionar el problema en te´rminos de una expansio´n asinto´tica en α→ 0.
Realizando una expansio´n Taylor del campo gravitacional sobre el cuerpo A alrededor de r = 0, se tiene
∂iφ(e)A(zA + rA) = ∂iφ(e)A(zA) + r
j
A∂ijφ(e)A(zA) +
1
2
rjAr
k
A∂ijkφ(e)A(zA) +O(|rA|3); (3.51)
al reemplazar en (3.49),
mA
d2ziA
dt2
= ∂iφ(e)A(zA)
∫
VA
ρd3rA + ∂ijφ(e)A(zA)
∫
VA
rjAρd
3rA +
1
2
∂ijkφ(e)A(zA)
∫
VA
rjAr
k
Aρd
3rA + · · · .
(3.52)
Por la definicio´n de centro de masa (3.19) la segunda integral se anula. Definiendo el tensor de inercia
I como el momento cuadrupolar de densidad de masa, se sustituye (3.11) en (3.52) obteniendo
mA
d2ziA
dt2
= mA∂iφ(e)A(zA) +
1
2
IjkA ∂ijkφ(e)A(zA) +O(α
3). (3.53)
Debido a que la densidad de masa de los cuerpos diferentes al cuerpo A-e´simo es nula, medida al interior
de e´l, el potencial gravitacional externo satisface
∇2φ(e)A = 0; (3.54)
entonces, la traza en el segundo te´rmino de la expansio´n en (3.53) se anula. Por lo tanto, Ijk se puede
reemplazar por el tensor cuadrupolar, que es la parte libre de traza de I ,
QijA := I
ij
A −
1
3
δijIkkA . (3.55)
Un indicador adicional del orden de magnitud del segundo te´rmino de la expansio´n en (3.53) es el
para´metro de elipticidad, el cual se define como
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ε := sup
A

∣∣∣QijA∣∣∣∣∣∣IijA ∣∣∣
 , (3.56)
con | · | la norma euclideana de tensores. As´ı, el orden de magnitud del te´rmino estudiado es εα2 < α,
teniendo en cuenta que en los sistemas planetarios, generalmente, ε 1.
A partir de la expansio´n de Taylor en potencias de rB de la funcio´n |x− zB − rB|−1, el potencial externo
(3.35),
φ(e)A(t,x) =
∑
B 6=A
G
∫
VB
ρ(t, rB)
|x− zB − rB|d
3rB, (3.57)
toma la forma
φ(e)A(t,x) =
∑
B 6=A
{
GmB|x− zB|−1 + 1
2
GQijB∂ij |x− zB|−1
}
+O(α3); (3.58)
donde se ha utilizado la nulidad del momento dipolar de masa y de la ecuacio´n de Laplace (3.54).
Finalmente, sustituyendo (3.58) en (3.53), la ecuacio´n de movimiento del centro de masa (movimiento
externo), expandida con respecto a α, es
mA
d2ziA
dt2
=
∑
B 6=A
{
GmAmB∂
A
i |zA − zB|−1 +
1
2
G
(
mAQ
jk
B +mBQ
jk
B
)
∂Aijk |zA − zB|−1
}
+O(α3),
(3.59)
Con ∂Ai = ∂/∂z
i
A. En la ecuacio´n (3.59), la influencia del problema interno en el problema externo esta´
representada en la estructura interna dada por Q (t), cuya contribucio´n es del orden de εmL2. Entonces,
la contribucio´n del segundo te´rmino en la ecuacio´n de movimiento es εα2 veces ma´s pequen˜a que la del
primer te´rmino y/o εα2 veces ma´s pequen˜a que la fuerza entre dos masas puntuales. por lo tanto, es
posible hablar, introduciendo la terminolog´ıa usada por Brilluoin [36] y Levi-Civita [37], de un principio
de enmascaramiento (principe d’effacement) que representa la supresio´n sistema´tica de las contribucio-
nes internas, la cual se hace rigurosa en Meca´nica Newtoniana debido a la tercera ley (anulacio´n de las
fuerza interna total) y a la suposicio´n de cuerpos apreciablemente distanciados con respecto a su taman˜o.
Es importante notar que, en contraste con el problema de cuerpos puntuales, cuando se consideran
momentos multipolares de orden superior, el movimiento puede tornarse indeterminado debido a la
falta de informacio´n sobre la dependencia temporal de esos momentos. Por esta razo´n, se hace necesario
el uso de algunos modelos para los objetos, como es el caso del cuerpo r´ıgido.
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En el caso correspondiente al problema interno, la ecuacio´n ba´sica de movimiento esta´ dada por la
transformacio´n galileana de la ecuacio´n (3.2) entre un sistema de referencia inercial y el sistema acelerado
centro de masa. Entonces
ρ
d2ri
dt2
= ∂jσij + ρ∂iφ− ρd
2zi
dt2
. (3.60)
El u´ltimo te´rmino tiene un origen inercial, que puede ser escrito en te´rminos dina´micos, asignando a z
la condicio´n de centro de masa, por medio de la ecuacio´n (3.49), como
ρ
d2zi
dt2
=
ρ
m
∫
ρ(t, r)∂aφ(e)(z + r)d
3x. (3.61)
As´ı, la ecuacio´n de movimiento interno para el cuerpo A puede expresarse en te´rminos de factores
puramente internos y puramente externos,
ρ
d2ri
dt2
=
{
∂jσij + ρ∂iφ(s)
}
(s)A
+
{
ρ∂iφ(e) −
ρ
m
∫
ρ(t, r)∂aφ(e)(z + r)d
3x
}
(t)A
, (3.62)
donde el te´rmino con sub´ındice t representa una densidad de fuerza de marea de origen externo. Al
realizar la expansio´n de Taylor del potencial gravitacional externo (3.51), y aplicando la ecuacio´n (3.54)
y la definicio´n de tensor cuadrupolar, se tiene
ρ
d2ri
dt2
=
{
∂jσij + ρ∂iφ(s)
}
(s)A
+ ρrjA∂ijφ(e)A(zA) +
1
2
(
rjAr
k
A −
Qjk
mA
)
∂ijkφ(e)A(zA) + · · · . (3.63)
Entonces la influencia de las fuerzas de marea sobre el te´mino de origen interno es de orden superior a
α3. Por lo tanto, se puede extender la terminolog´ıa y hablar de un enmascaramiendo de la estructura
externa en el problema interno.
Un acercamiento alternativo a los problemas interno y externo consiste en definir un potencial efectivo
local cuyo gradiente gobierne el movimiento de los elementos de masa con respecto al sistema acelerado
del cuerpo [4], con origen en un punto z cualquiera dentro del cuerpo. Esto con el propo´sito de establecer
una relacio´n para la variacio´n del momento dipolar de masa similar a la satisfecha por la densidad de
momentum en (3.38), es decir
∫
VA
ρ(t, rA)
d2rAa
dt2
d3x =
∫
VA
ρ(t, rA)∂aφ(ef)A(t, rA)d
3x. (3.64)
Con base en la ecuacio´n (3.60) para el problema interno y la expresio´n (3.64), teniendo en cuenta que la
integral de la divergencia del tensor de esfuerzos se anula, se define el potencial efectivo sobre el cuerpo
A como
φ(ef)A(rA) ≡ φ(zA + rA)−
d2zAi
dt2
riA + C(t), (3.65)
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donde C(t) es una funcio´n arbitraria del tiempo y el segundo te´rmino representa los efectos inerciales
asociados con la aceleracio´n del sistema de referencia con origen en z. Adicionalmente, este potencial
efectivo puede expresarse como la superposicio´n del potencial interno y un potencial complementario
que contiene contribuciones inerciales y externas. As´ı
φ(ef)A = φ(s)A + φ
′
A, (3.66)
tal que
φ′A(rA) = φ(e)A(zA + rA)−
d2zAi
dt2
riA + C(t). (3.67)
Debido a la contribucio´n que tienen los te´rminos externos en la ecuacio´n de movimiento para el problema
interno (3.62), se puede realizar una expansio´n en series de Taylor del potencial complementario en
potencias de rA, obteniendo
φ′A(rA) = φ(e)A(zA) + C(t) +
[
∂iφ(e)A(zA)−
d2zAi
dt2
]
riA +
1
2
∂ijφ(e)Ar
i
Ar
j
A + · · · . (3.68)
Sean GAi1...il(t) los momentos de marea locales que experimenta el cuerpo A, tal que [4]
GA(t) ≡ φ(e)A(zA) + C(t),
GAi (t) ≡ ∂iφ(e)A(zA)−
d2zi
dt2
,
GAi1...il(t) ≡ ∂i1...ilφ(e)A(zA),
(3.69)
entonces
φ′A(rA) =
∑
l=0
1
l!
Gi1...ilr
i1 · · · ril . (3.70)
En (3.69) se puede observar que los momentos de marea locales son libres de traza, debido a que el
potencial complementario satisface la ecuacio´n de Laplace afuera de los cuerpos que generan el campo
gravitacional. Por otro lado, el momento de monopolo puede anularse si se escoge C(t) = −φ(e)A(zA).
Una eleccio´n ana´loga de la aceleracio´n del centro de masa para anular el momento dipolar de marea
es inadecuada, debido a que tal aceleracio´n depende de la estructura del cuerpo, es decir, no sigue la
trayectoria de un cuerpo de prueba que cae bajo la influencia de potenciales externos [38].
Regresando a la ecuacio´n (3.64), ya que la fuerza interna total se anula por la tercera ley de Newton,
la variacio´n del momento dipolar de masa queda expresado en te´rminos del gradiente del potencial
complementario. Entonces, al sustituir (3.70) en (3.64) y considerar (3.11) y (3.14), se tiene
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d2mi
dt2
(t) =
∑
l=0
1
l!
mi1...ilGii1...il . (3.71)
Esta ecuacio´n relaciona la aceleracio´n del centro de masa con la aceleracio´n producida por los momentos
de marea externos acoplados con los momentos de masa del sistema [39]. La forma de transformar la
ecuacio´n de evolucio´n en el sistema acelerado (3.71) en la ecuacio´n de movimiento en el sistema inercial
(3.53), es asignando el origen del sistema de referencia local del cuerpo A al centro de masa del mismo.
De esta manera, el momento dipolar de masa es nulo. Por lo tanto, la ecuacio´n (3.71) se transforma en
una expresio´n algebra´ica que relaciona el momento dipolar de marea y los momentos multipolares de
marea de orden superior. Como el momento dipolar de marea contiene la contribucio´n de la aceleracio´n
del centro de masa, se tiene que
mA
d2zi
dt2
= m∂iφ(e)A(zA) +
∞∑
l=2
1
l!
mi1...in(s)∂i∂i1...ilφ(e)A(zA). (3.72)
que bajo la aproximacio´n cuadrupolar es ide´ntica a la ecuacio´n (3.53).
En el caso del movimiento rotacional, conside´rese el momentum angular local, el cual esta´ dado por
S¯ab ≡ 2
∫
V
ρr[ar˙b]d
3r. (3.73)
Por lo tanto, la relacio´n entre el momentum angular en el sistema acelerado y el momentum angular
en el sistema inercial (3.39) esta´ dada porci
S¯ab = Sab − 2m[az˙b]. (3.74)
Debido a la antisimetr´ıa del momentum angular, este solo tiene tres componentes independientes. Se
define entonces el vector esp´ın local del cuerpo A como
S¯i(t) ≡ iab
∫
VA
ρAr
A
[ar˙
A
b]d
3r, (3.75)
con iab el tensor de Levi-Civita. A partir de la definicio´n del potencial efectivo en (3.64) y siguiendo
un procedimiento similar al del momento dipolar de masa, se obtiene la ecuacio´n de movimiento para
el momentum angular local,
dS¯i
dt
= iab
∑
l≥1
1
l!
mai1...ilGbi1...il . (3.76)
Tomando el centro de masa como el origen del sistema de referencia acelerado del cuerpo A, considerando
la relacio´n (3.74) y las definiciones (3.69), la ecuacio´n del movimiento para el momentum angular en el
sistema inercial toma la forma
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dSAi
dt
= iab
∞∑
l≥1
1
l!
mai1...il∂bi1...ilφ(e)A(zA) . (3.77)
3.1.5. Ecuaciones de movimiento bajo un formalismo geome´trico
Con el fin de desarrollar un me´todo que permita describir el movimiento de cuerpos extendidos en
Relatividad General, se trata el problema en gravedad newtoniana desde el punto de vista geome´trico.
Conside´rese un cuerpo modelado como una configuracio´n independiente del tiempo sobre un espacio eu-
clidiano tridimensional, determinado por la variedad (M, gab), donde la me´trica es tal que gabrarb = r2.
Se asume que el cuerpo tiene un volumen finito acotado por una regio´n compacta Σs ⊂ M para cual-
quier tiempo s, la cual representa una vecindad abierta que no contiene materia excepto la del cuerpo
que confina. Adicionalmente el cuerpo esta´ caracterizado por su densidad de masa ρ(x, s) ≥ 0 y su
velocidad va(x, s), para cualquier x ∈M y s ∈ R.
En general el sistema esta´ determinado por las ecuaciones (3.1-3.3), las cuales se pueden expresar
independientemente de las coordenadas en te´rminos de ı´ndices generales [11], de la siguiente forma
∂ρ
∂s
+∇a(ρva) = 0, (3.78)
ρ
(
∂va
∂s
+ vb∇bva
)
= ∇bσab + ρgab∇bφ. (3.79)
Tradicionalmente el momentum lineal y el momentum angular se definen por medio de las integrales
(3.28) y (3.39) de tal forma que la ecuacio´n (3.79) restringe su evolucio´n. Sin embargo, con el objeto
de definir un momentum geome´trico generalizado, es indispensable evitar cualquier escogencia de coor-
denadas particulares. Esto se logra considerando la conservacio´n el momentum lineal y el momentum
angular como una invarianza traslacional y rotacional del espacio euclidiano respectivamente [35]. Estas
invariancias se relacionan con campos vectoriales de Killing asociados a las propiedades del espacio-
tiempo.
Dado cualquier campo euclideano de Killing ξa y cualquier tiempo s, conside´rese Pξ(s), tal que
Pξ(s) :=
∫
Σs
ρ(x, s)va(x, s)gab(x)ξ
b(x)dV, (3.80)
como el funcional generalizado de momentum en gravedad newtoniana [25, 35]. Este es un funcional
lineal en el espacio hexadimensional de campos de Killing. En el caso de la me´trica euclidiana, gab = δab,
los campos de Killing traslacionales y rotacionales corresponden a
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{
∂
∂X1
,
∂
∂X2
,
∂
∂X3
}
,{
X2
∂
∂X3
−X3 ∂
∂X2
, X3
∂
∂X1
−X1 ∂
∂X3
, X1
∂
∂X2
−X2 ∂
∂X1
} (3.81)
respectivamente. Entonces, si por ejemplo ζa = ∂/∂X1 es el vector de Killing asociado a traslaciones
en la direccio´n X1, al reemplazar en (3.80) el funcional de momentum equivaldra´ a la componente eu-
clidiana p1(s) = gabp
aζb del momentum lineal, tal como se definio´ en (3.28). Ana´logamente, si se toma
el primer vector de Killing rotacional en (3.81), el funcional de momentum sera´ igual a la componente
euclidiana S1(s) del momentum angular, definida en (3.39).
En general, el funcional de momentum es una combinacio´n lineal del momentum angular y el momentum
lineal, lo cual se deduce de las propiedades de los campos vectoriales de Killing. En efecto, los vectores
de Killing satisfacen la ecuacio´n de desv´ıo geode´sico (2.58), con Ra0b0 = ∂a∂bφ y
δ
δu =
d
ds , de donde
se sigue que ξa(x) queda totalmente determinado si se conocen ξa(z) y ∇bξa(z). Adicionalmente, los
vectores de Killing cumplen la relacio´n (2.59). Teniendo en cuenta que en el caso euclidiano
Ωa(x, z) = (X(x)−X(z))a, Ωai(x, z) = −∂i(X(x)−X(z))a = −δai , Ωia(x, z) = ∂a(X(x)−X(z))i = −δia,
(3.82)
entonces (2.59) se reduce a
ξi(x) = −Ωibξb(z) + ∆s
dξi
ds
(z)
= ξi(z) + Ωj∇jξi(z).
(3.83)
Por consiguiente ξa(x) se puede expresar como una combinacio´n lineal de ξa(z) y ∇bξa(z). Sustituyendo
(3.83) en la definicio´n (3.80) y aplicando la ecuacio´n de Killing (2.17), se tiene
Pξ(s) =
[∫
Σs
ρ(x, s)va(x, s)gab(x)dV
]
ξb(z) +
[∫
Σs
ρ(x, s)r[cva](x, s)gab(x)dV
]
∇cξb(z). (3.84)
Entonces
Pξ(s) = p
a(z, s)ξa(z) +
1
2
Sab(z, s)∇aξb(z). (3.85)
Una ventaja importante del uso del funcional de momentum es que permite manipular el momentum
lineal y el momentum angular simulta´neamente. As´ı, las ecuaciones de movimiento para los momentums
se pueden derivar de la variacio´n de Pξ. Derivando (3.85) con respecto al tiempo s, se tiene
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dPξ
ds
=
dpa
ds
ξa +
1
2
Sab
d
ds
(∇aξb) + 1
2
∇aξb
(
dSab
ds
− paz˙b
)
. (3.86)
Aplicando la ecuacio´n de Killing y el hecho de que las segundas derivadas de los campos de Killing
(3.81) se anulan en el espacio euclidiano (esto es distinto a considerar la variacio´n del campo vectorial a
lo largo de una curva, en cuyo caso se deben considerar los campos gravitacionales), la expresio´n (3.86)
se reduce a
dPξ
ds
=
dpa
ds
ξa +
1
2
(
dSab
ds
− 2p[az˙b]
)
∇aξb, (3.87)
donde z es un punto origen dentro del cuerpo que suele corresponder al centro de masa. En el caso de la
existencia de una invarianza traslacional y rotacional, el lado derecho de (3.87) se anula, de tal manera
que el momentum generalizado se conserva. Si sucede lo contrario, se infiere que deben existir fuerzas
y torques. Por lo tanto, es u´til definir la fuerza F a y el torque Lab tal que
dPξ
ds
= F aξa +
1
2
Lab∇aξb, (3.88)
por consiguiente
dpa
ds
= F a, (3.89)
dSab
ds
= 2p[az˙b] + Lab. (3.90)
El problema ahora radica en encontrar una expresio´n para la fuerza y el torque. Como se vio´ anterior-
mente, estos elementos dependen de los potenciales gravitacionales y de la estructura del cuerpo que
se estudia. Siguiendo el presente me´todo, al considerar la ecuacio´n (3.88), la solucio´n a este problema
deber´ıa ser posible si se halla la variacio´n del funcional de momentum.
Tomando la derivada de Pξ en la ecuacio´n (3.80) y empleando la relacio´n (3.14), se obtiene
dPξ
ds
(s) =
∫
Σs
ρ(x, s)
dva
ds
(x, s)gab(x)ξ
b(x)dV, (3.91)
que debido a (3.79) se reduce a
dPξ
ds
(s) =
∫
Σs
∇cσacξadV +
∫
Σs
ρξb∇bφdV, (3.92)
donde
∫
Σs
ξa∇cσacdV =
∫
Σs
∇c(ξaσac)dV −
∫
Σs
σac∇cξadV. (3.93)
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En esta ecuacio´n el primer te´rmino de la derecha es cero debido a que el tensor de esfuerzos se anula
en la frontera. Por su parte, el segundo te´rmino se anula debido a la ecuacio´n de Killing y la simetr´ıa
de σab. Por lo tanto, aplicando la definicio´n de la derivada de Lie a la ecuacio´n (3.92),la variacio´n del
funcional de momentum se puede escribir como
dPξ
ds
(s) =
∫
Σs
ρ(x, s)Lξφ(x, s)dV. (3.94)
Entonces, las expresiones (3.88) y (3.94) pueden ser igualadas. Debido a que la evolucio´n de Pξ, expre-
sada en (3.94), es lineal en φ, es pertinente hallar la fuerza y el torque generados por las componentes
externas e internas del potencial gravitacional, tal como se hizo en (3.33,3.32). Conside´rese el efecto del
potencial interno. Este puede ser definido en te´rminos de una funcio´n de Green sime´trica [35] dada por
gab∇abGs(x, x′) = −4piδ(x, x′), (3.95)
tal que, en coordenadas cartesianas,
Gs(x, x
′) =
1
|X(x)−X(x′)| . (3.96)
As´ı,
φs(x, s) := G
∫
Σs
ρ(x′, s)Gs(x, x′)dV ′, (3.97)
lo cual implica [32]
gab∇abφs = −4piGρ (3.98)
en Σs. Puesto que el potencial gravitacional total satisface (3.3), se tiene que la diferencia
φe := φ− φs (3.99)
cumple la ecuacio´n (3.54), a saber
gab∇abφe = 0, (3.100)
en Σs. Reemplazando (3.99) y (3.97) en la ecuacio´n (3.94) se obtiene
dPξ
ds
=
∫
Σs
ρ(x, s)Lξφe(x, s)dV + 1
2
G
∫
Σs
dV
∫
Σ′s
ρ′(x′, s)LξGs(x, x′)dV ′, (3.101)
lo que involucra la derivada de Lie de un escalar de dos puntos, la cual actu´a sobre cada argumento de
forma separada tal que
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LξGs(x, x′) = ξa(x)∇aGs(x, x′) + ξa′(x′)∇a′Gs(x, x′). (3.102)
Considerando los vectores de Killing en (3.81) se tiene que Gs(x, x
′) es invariante respecto a traslaciones
y rotaciones, luego
LξGs(x, x′) = 0. (3.103)
Por lo tanto (3.101) se reduce a
dPξ
ds
(s) =
∫
Σs
ρ(x, s)Lξφe(x, s)dV. (3.104)
Suponiendo que el campo externo var´ıa lentamente dentro de Σs y que, adema´s, es anal´ıtico en esa
regio´n, es adecuado realizar una expansio´n en series de Taylor para φe(x) alrededor de un punto z ∈ Σs.
Esto es ana´logo a suponer que el taman˜o caracter´ıstico del cuerpo es mucho menor a las distancias entre
los cuerpos que componen un sistema autogravitante y tomar como para´metro de una expansio´n la razo´n
entre esas dos longitudes. Partiendo de estas consideraciones, la derivada de Lie del potencial externo
se puede escribir como
Lξφe(x′) =
∞∑
n=0
(−1)n
n!
Ωa1(z, x
′) · · ·Ωan(z, x′)ga1b1(z) · · · ganbn(z)Lξ∇b1...bnφe(z), (3.105)
para todo x′ ∈ Σs. Donde Ωa(z, x′) = −(x′ − z)a representa el vector radial entre x′ y el punto fijo z.
Adema´s, se ha tenido en cuenta la nulidad de la derivada de Lie de la variacio´n de la funcio´n de mundo
(ecuacio´n 2.63). Sustituyendo en (3.104)
dPξ
ds
(s) =
∞∑
n=0
(−1)n
n!
ga1b1(z) · · · ganbn(z)
[∫
Σs
ρ(x′, s)Ωa1(z, x
′) · · ·Ωan(z, x′)dV ′
]
Lξ∇b1...bnφe(z).
(3.106)
El te´rmino encerrado entre pare´ntesis cuadrados en la ecuacio´n (3.106) corresponde a la definicio´n de
los momentos multipolares de densidad de masa, en (3.11), con Ωa = −ra. De esta forma
dPξ
ds
(s) =
∞∑
n=0
1
n!
ma1...an(s)Lξ∇a1...anφe(z). (3.107)
Luego la ecuacio´n (3.87) se reduce a
dpa
ds
ξa +
1
2
(
dSab
ds
− 2p[az˙b]
)
∇aξb =
∞∑
n=0
1
n!
ma1...an(s)Lξ∇a1...anφe. (3.108)
La derivada de Lie de las derivadas del potencial gravitacional se escribe de forma expl´ıcita como
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Lξ∇a1...anφe(z) = ξb∇b∇a1...anφe(z) +
n∑
j=1
∇b
[∇a1...aj−1aj+1...anφe]∇ajξb. (3.109)
Por otro lado, si se escoge z como el centro de masa del cuerpo entonces el momento dipolar de densidad
de masa se anula y la ecuacio´n (3.27) se satisface. Entonces, al reemplazar (3.109) en (3.108) y teniendo
en cuenta que el monopolo de densidad de masa es la masa del cuerpo m, el momentum lineal cumple
la ecuacio´n de movimiento [35]
dpa
ds
= gab(z)
[
m∇bφe(z) +
∞∑
n=2
1
n!
mc1...cn(s)∇b∇c1...cnφe(z)
]
, (3.110)
que bajo la condicio´n de centro de masa es ide´ntica a la ecuacio´n (3.72).
En el caso del momentum angular es u´til definir un vector que represente las componentes no nulas e
independientes del tensor Sab definido en (3.39). Se define la 1-forma momentum angular como
Sa :=
1
2
abcS
bc, (3.111)
con abc el tensor de Levi-Civita. As´ı, al sustituir el segundo te´rmino de (3.109) en (3.108), la ecuacio´n
de movimiento para el vector momentum angular es [35]
dSa
ds
= εab1cg
cd(z)
∞∑
n=2
1
(n− 1)!m
b1...bn(s)∇d∇b2...bnφe(z) . (3.112)
Vale notar que los momentos de densidad de masa que intervienen en las ecuaciones de movimiento son
sime´tricos en todos sus ı´ndices y, adicionalmente, que esta´n un´ıvocamente determinados por la distri-
bucio´n de masa. Sin embargo, estos no esta´n un´ıvocamente determinados por el potencial gravitacional
φe, pues, debido a la ecuacio´n (3.100), pueden ser reemplazados por tensores libres de traza sin afectar
las ecuaciones [40]. Un ejemplo de ello se vio´ al definir el tensor cuadrupolar como la parte libre se traza
del momento de inercia en (3.55).
Las expresiones (3.110), (3.112) y la conservacio´n de la masa en (3.18) constituyen el sistema de ecua-
ciones de movimiento en la teor´ıa de gravitacio´n de Newton. Una vez se precisa el modelo de materia
para los cuerpos estudiados, la libertad en la escogencia de los momentos multipolares de masa se anula,
obteniendo as´ı una solucio´n para el problema del movimiento de cuerpos extendidos en esta teor´ıa.
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3.2. Dina´mica de los cuerpos extendidos en Relatividad General
Como se menciono´ al inicio de este cap´ıtulo, una transicio´n desde los me´todos usados en la gravitacio´n
Newtoniana hacia la teor´ıa de gravitacio´n de Einstein, ma´s alla´ de la estructura del programa desarrolla-
do, implica grandes desaf´ıos debido a las concepciones distintas que se tiene en cada teor´ıa con respecto
a la materia y la energ´ıa y su relacio´n con la geometr´ıa del espacio-tiempo. Mientra´s en meca´nica New-
toniana es muy frecuente y adecuado representar cuerpos como puntos dotados de masa movie´ndose
en un espacio-tiempo fijo y preexistente, en Relatividad General estos corresponden a distribuciones de
momentum-energ´ıa-esfuerzo soportadas por l´ıneas de mundo temporales en un espacio-tiempo dina´mico
del cual no pueden desvincularse. Adicionalmente, en una teor´ıa con una estructura espacio-temporal
suministrada a priori no existen mayores inconvenientes en la definicio´n de sistemas aislados, pues la
condicio´n de frontera para los campos gravitacionales permite jerarquizar la influencia de los cuerpos
que constituyen el universo. Sin embargo, en el caso relativista, donde la variedad espacio-temporal
esta´ determinada por el contenido de materia y las condiciones de frontera, la definicio´n de sistema
aislado se torna ma´s compleja pues no es claro que condiciones de frontera son adecuadas f´ısicamente
y compatibles con las ecuaciones de campo de Einstein [41].
Existen unas condiciones mı´nimas para definir un modelo de sistema aislado compuesto por un conjunto
de cuerpos gravitacionalmente interactuantes [22], a saber: (i) Un espacio-tiempo (M, g) que contenga
un nu´mero finito de cuerpos, satisfaciendo las ecuaciones de campo de Einstein (2.20) y por consiguien-
te la ley de movimiento local (2.15); (ii) una condicio´n que garantice que (M, g) es asinto´ticamente
plano, o que se ajusta asinto´ticamente dentro de un modelo cosmolo´gico; (iii) una condicio´n que exprese
que, al menos en algu´n tiempo avanzado (cono de luz entrante), no haya radiacio´n gravitacional entrante.
Tanto (ii) como (iii) aseguran unas condiciones de frontera adecuadas para determinar la forma de los
campos gravitacionales y, por lo tanto, de la me´trica. Estos son discutidos a profundidad en [41] y [42,43].
De acuerdo con (i), un cuerpo extendido se modela como un tubo de mundo temporal, espacialmente
compacto, el cual coincide con una componente conexa del soporte del tensor momentum-energ´ıa T . El
objetivo es, entonces, obtener las leyes de movimiento para los cuerpos integrando la ecuacio´n local de
movimiento (2.15) sobre secciones espaciales de sus tubos de mundo.
Antes de definir el tubo de mundo es importante considerar la definicio´n de foliacio´n. De acuerdo con [44]
Definicio´n 3.2.1. Una foliacio´n p-dimensional de clase Cr de una variedad M, m-dimensional, es
una descomposicio´n de M en una unio´n de subconjuntos disyuntos conexos {Σs}s∈R, llamados las
hojas de la foliacio´n, con la siguiente propiedad: Cada punto en M tiene una vecindad U y un sistema
de coordenadas locales, de clase Cr, x = (x1, . . . , xm) : U → Rm tal que, para cada hoja Σs, las
componentes de U ∩Σs esta´n descritas por las ecuaciones xp+1 = constante, · · · , xm = constante.
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En otras palabras, una foliacio´n es una particio´n en subvariedades diferenciables de una variedad dife-
renciable, todas con la misma dimensio´n pero menor que la correspondiente a la variedad original. Con
el fin de comprender este concepto conside´rese un espacio Euclideano de dimensio´n(n− 1). El hecho de
que el tiempo tenga una dimensio´n indica que el espacio-tiempo puede ser foliado por subespacios de
dimensio´n (n−1), cada uno con una estructura euclideana. Cualquier foliacio´n corresponde a un mapeo
lineal t : Rn → R si dados dos eventos, x y y, estos esta´n en el mismo hiperespacio (hoja) si y solo si
t(x − y) = 0. Entonces el mapeo t puede ser interpretado como un reloj de mundo, siendo t(x − y) la
diferencia temporal entre los dos eventos [21]. Se quiere, entonces, definir hiperespacios que permitan
estudiar un cuerpo en cada instante (en relacio´n con un para´metro af´ın determinado).
Partiendo de este concepto y siguiendo [21], se define el tubo de mundo.
Definicio´n 3.2.2. Sea {Σs}s∈R una foliacio´n deM en hipersuperficies espaciales con vectores normales
ns dirigidos hacia el futuro. Un Tubo de mundo con respecto a {Σs}s∈R es un subconjunto abierto W
de M con frontera temporal, suave a tramos, tal que la interseccio´n W ∩Σs esta´ conectada para todo
s. Si W es un tubo de mundo con respecto a {Σs}s∈R entonces se denota Ws1,s2 como el subconjunto⋃
s∈[s1,s2]W ∩Σs y Wsb como la parte de la frontera que no esta´ cotenida en Σs1 ∪Σs2 .
Figura 3.1: Tubo de mundo conteniendo la distribucio´n de mater´ıa-energ´ıa. Dos hipersuperficies dividen el tubo y en la
frontera Wsb se cumple Tµν = 0.
De acuerdo con esta definicio´n, para garantizar que un cuerpo sea finito y este´ localizado se debe
imponer la condicio´n de que el tubo de mundo contenga el soporte de T (figura 3.1). De esta forma
se asegura que la distribucio´n de momento-energ´ıa se anule en la frontera, teniendo como consecuencia
del segundo postulado una ley de conservacio´n. Esta se enuncia en el siguiente corolario [21]:
Corolario 3.2.1. Sean Tαβ un tensor sime´trico con ∇βTαβ = 0 y ξα un campo de Killing. Sean s1 < s2
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y W un tubo de mundo con respecto a {Σs}s∈R tal que supp(T )∩Wsb = ∅. Entonces la siguiente ley de
conservacio´n se cumple.
∫
Σs2∩Ws1,s2
ξβT
αβdΣα =
∫
Σs1∩Ws1,s2
ξβT
αβdΣα (3.113)
Sea D la regio´n Ws1,s2 que incluye alguna porcio´n del tubo de mundo W, cuya superficie es temporal
en todo lugar y esta´ acotada por dos hipersuperficies espaciales no interactuantes Σs1 y Σs2 , tal que
Σs2 es el futuro de Σs1 . Entonces al integrar la ecuacio´n (2.18) sobre D se tiene∫
D
√−g∇α(ξβTαβ)d4x = 0, (3.114)
donde ∇α(ξβTαβ) representa la divergencia de un vector, que de acuerdo con la ecuacio´n (2.5) esta´
dada por
∇α(ξβTαβ) = ∂α(ξβTαβ) + Γγαγ(ξβTαβ). (3.115)
Debido a que la conexio´n y el determinante de la me´trica se relacionan por Γγαγ = ∂α ln
√−g (ape´ndice
B), la ecuacio´n (3.115) es reescrita tal que
√−g∇α(ξβTαβ) =
√−g
[
∂α(ξβT
αβ) + (ξβT
αβ)∂α ln
√−g
]
= ∂α
[√−gξβTαβ] , (3.116)
as´ı la ecuacio´n (3.114) se puede escribir como
∫
D
∂α(
√−gξβTαβ)d4x = 0. (3.117)
Por el teorema de Gauss
∫
∂D
ξβT
αβdΣα = 0, (3.118)
con ∂D la frontera de la regio´n D. Escribiendo la contribucio´n de cada frontera de D por separado,
∫
Σs1∩D
ξβT
αβdΣα +
∫
Σs2∩D
ξβT
αβdΣα +
∫
Wsb
ξβT
αβdΣα = 0. (3.119)
Puesto que T se anula sobre la frontera que no esta´ contenida en Σs1 ∪Σs2 , entonces∫
Σs1∩D
ξβT
αβdΣα = −
∫
Σs2∩D
ξβT
αβdΣα. (3.120)
As´ı
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∫
Σ
ξβT
αβdΣα = C, (3.121)
es una constante de movimiento independiente de la hipersuperficie escogida.
Existe una estrecha relacio´n entre las cantidades conservadas para sistemas aislados en meca´nica newto-
niana, asociadas con la invarianza traslacional y rotacional del espacio euclideano, y las definiciones de
momentum lineal y momentum angular en esta teor´ıa. Esto indica que es posible desarrollar un proce-
dimiento que permita definir momentum lineal y momentum angular en Relatividad General, partiendo
de una ley de conservacio´n vinculada con la presencia de simetr´ıas en el espacio-tiempo.
3.2.1. Momentum lineal y momentum angular
La ley de conservacio´n establecida en (3.121) motiva la definicio´n del siguiente“funcional de momentum”
[35]
Pξ(Σ) :=
∫
Σ
gαβξ
αT βδdΣδ. (3.122)
Basado en las anteriores definiciones, el argumento de Pξ(Σ) es una hipersuperficie Σ que biseca W y
ξα es un campo vectorial que satisface la ecuacio´n de desv´ıo geode´sico (2.58).
Para describir el movimiento de un cuerpo es fundamental determinar la evolucio´n del funcional de
momentum. Para ello se debe establecer la familia de hipersuperficies que especifican el funcional y
el estado del objeto en cada instante de tiempo. Esto requiere la definicio´n de una l´ınea de mundo
temporal γ = {z(s)|s ∈ R} y un campo vectorial temporal nαs en el espacio tangente al punto z(s) de
la variedad (nαs ∈ Tz(s)M) a lo largo de γ (figura 3.2). De acuerdo con la definicio´n (3.2.2), el campo
vectorial nαs especifica una familia de hipersuperficies espaciales Σs que proporcionan una funcio´n de
“tiempo”Σs 3 x→ s al interior del tubo de mundo del cuerpo. Para un valor fijo de s, las hipersu-
perficies esta´n definidas como la unio´n de todas las geode´sicas que pasan a trave´s de z(s)
y son ortogonales al vector nαs en ese punto, es decir Σs(z,n) := {x|nαΩα(z, x) = 0}. Se asume
que el cuerpo es lo suficientemente pequen˜o para que las geode´sicas no se crucen unas con otras en un
punto distinto a z(s) o con otras hipersuperficies. Entonces, dos puntos cualesquiera que pertenezcan
a supp(T ) estar´ıan unidos por una u´nica geode´sica, lo cual restringe el taman˜o del cuerpo respecto a
la escala t´ıpica del campo, en otras palabras se supone que el campo gravitacional var´ıa lentamente
sobre el cuerpo. Una eleccio´n adecuada de γ, z, nαs y Σ conlleva a una definicio´n u´nica para el centro
de masa, alrededor del cual se calculan los momentos multipolares.
De la expresio´n (3.122) se puede deducir que Pξ es lineal en ξ
α(x). Puesto que este vector resulta
de sus valores iniciales en z, de la ecuacio´n (2.59) se sigue que el funcional de momentum puede ser
escrito como una combinacio´n lineal de ξα(z(s)) y ∇βξα(z(s)). Los coeficientes apropiados para esta
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Figura 3.2: Tubo de mundo conteniendo una l´ınea de mundo temporal γ cuya interseccio´n con las hipersuperficies se
denota por z(s).
combinacio´n son el momentum lineal pα y el tensor antisime´trico momentum angular, Sαβ = S[αβ].
Entonces
Pξ(Σs) = p
α(s)ξα(z(s)) +
1
2
Sαβ(s)∇αξβ(z(s)). (3.123)
A diferencia del caso newtoniano, el tensor momentum angular no tiene asociado un vector momentum
angular (esp´ın) pues, debido a su antisimetr´ıa, tiene seis componentes independientes, as´ı que un vector
no tiene la informacio´n suficiente para reemplazarlo. Sin embargo, una eleccio´n adecuada de γ permite
reducir las componentes independientes y definir el esp´ın.
Partiendo de (2.62) la ecuacio´n (3.121) se puede reescribir de la forma
∫
Σ
(
K κα (z, x)ξκ(z) +H
κ
α (z, x)Ω
λ(z, x)∇[κξλ](z)
)
TαβdΣβ = C, (3.124)
De acuerdo con Dixon [25], se definen el momentum y el momentum angular como
pκ(z,Σ) ≡
∫
Σ
TαβK κα dΣβ (3.125)
Sκλ(z,Σ) ≡ 2
∫
Σ
TαβH [κα Ω
λ]dΣβ. (3.126)
El caracter de funcio´n de dos puntos de la funcio´n de mundo asegura que pκ y Sκλ sean un vector y un
tensor antisime´trico en z respectivamente. Estas definiciones no dependen del campo de Killing, por lo
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tanto pueden ser usadas para un espacio-tiempo arbitrario que no posea simetr´ıas. Sin embargo, cuando
el espacio-tiempo admite isometr´ıas, la ecuacio´n (3.124) implica la existencia de una combinacio´n lineal
del momentum y del momentum angular que es constante, entonces Pξ(Σs) se conservar´ıa.
Partiendo de (2.23) se tiene, en espacio plano,
Ωβ = − (x− z)β , Ωκ = (x− z)κ , Ω αβ = δ αβ (3.127)
y
Hκα = δ
κ
α, K
α
κ = δ
α
κ, (3.128)
de tal forma que el l´ımite en relatividad especial de (3.125) y (3.126) es
pκ =
∫
Σ
T κβdΣβ (3.129)
y
Sκλ = 2
∫
Σ
(x− z)[λ T κ]βdΣβ, (3.130)
las cuales son las definiciones usuales en teor´ıa cla´sica de campos. De ah´ı que pκ y Sκλ en (3.125) y
(3.126) se interpreten como el momentum y el momentum angular del cuerpo.
Para determinar la forma en que var´ıa Pξ se procede a derivar (3.123) con respecto a s, as´ı
δPξ
δs
=
δ
δs
[
pκξκ +
1
2
Sκλ∇[κξλ]
]
. (3.131)
Entonces
δPξ
δs
=
δpκ
δs
ξκ + p
κ δξκ
δs
+
1
2
(
δSκλ
δs
∇[κξλ] + Sκλ
δ
δs
∇[κξλ]
)
, (3.132)
donde
δξκ
δs
=
dzκ
ds
∇[κξλ] = vκ∇[κξλ],
con vκ el vector tangente a la curva γ en z. De acuerdo con (2.57) finalmente se tiene
δPξ
δs
= ξν
(
δpν
δs
− 1
2
R νκλµ S
κλvµ
)
+
1
2
∇[κξλ]
(
δSκλ
δs
− 2p[κvλ]
)
. (3.133)
Lo cual es cero para un espacio-tiempo maximalmente sime´trico si cada te´rmino entre pare´ntesis se
anula. Sin embargo, en el caso general, los multipolos de orden superior del cuerpo dan origen a una
fuerza y un torque, los cuales se definen como
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F ν ≡ δp
ν
δs
− 1
2
SκλvµR νκλµ (3.134)
y
Lκλ ≡ δS
κλ
δs
− 2p[κvλ]. (3.135)
La diferencia entre estas ecuaciones y las equivalentes en meca´nica Newtoniana (3.31) y (3.48) es la
presencia de la curvatura del espacio-tiempo representada en el tensor de Riemann.
En el caso en que Pξ satisfaga la ecuacio´n (3.121), es decir, se conserve, la fuerza y el torque se relacionan
por medio de
ξκF
κ +
1
2
∇[κξλ]Lκλ = 0. (3.136)
Es importante notar que las ecuaciones para la fuerza y el torque no esta´n completamente determinadas.
La condicio´n (3.136) se cumple para todas las elecciones de Σs, pero F
ν y Lκλ dependen de la eleccio´n
particular que se realice. Entonces la fuerza y el torque quedan definidas adecuadamente cuando se
especifica la l´ınea de mundo γ, la parametrizacio´n s de esta l´ınea y la familia de hipersuperficies Σs [1].
Esto se puede lograr al definir la l´ınea de mundo centro de masa.
3.2.2. Centro de masa
Una propiedad importante que tiene la posicio´n del centro de masa (3.20) en la teor´ıa de Newton es su
independencia con respecto al sistema de referencia inercial en donde este se calcula. Esta propiedad
no se presenta en la Teor´ıa de la Relatividad, pues en el caso de la Relatividad Especial la masa de
las part´ıculas depende de la velocidad de las mismas y en Relatividad General tambie´n lo hace de
la curvatura del espacio-tiempo. Adicionalmente, el momentum de un sistema de part´ıculas o de un
cuerpo extendido en meca´nica Newtoniana es proporcional a la velocidad del centro de masa (ecuacio´n
3.27), donde la constante de proporcionalidad es la masa total del sistema, que no cambia bajo trans-
formaciones entre sistemas inerciales o por la presencia de gravedad. Sin embargo, en la Teor´ıa Especial
de la Relatividad existe el sistema de referencia centro de masa, definido como el sistema en donde el
cuadrimomentum total, el cual es temporal y dirigido al futuro, no tiene componentes espaciales. De
esta forma, el cuadrimomentum se puede escribir como el producto de la masa total medida en sistema
centro de masa y su velocidad [13].
Con el fin de establecer la l´ınea de mundo del centro de masa es necesario remitirse a su definicio´n
newtoniana, la cual puede hacerse a trave´s del momento dipolar de masa (3.21). Sea z el centro de
masa para todo tiempo, entonces
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∫
ρzad
3x =
∫
ρxad
3x.
Conside´rese ahora el caso de espacio-tiempo plano. Entonces ρ = T 00 y la generalizacio´n natural del
caso newtoniano es
za
∫
x0=cte
TαβηαηβdΣ =
∫
x0=cte
Tαβηαηβx
adΣ, (3.137)
con ηα = δ
0
α. Entonces
ηα
∫
(za − xa)TαβηβdΣ = 0. (3.138)
La definicio´n de momentum angular en espacio plano esta´ dada por (3.130), contraye´ndola con ηα se
tiene
ηαS
αβ = 2ηα
∫
Σ
(z − x)[α T β]γηγdΣ, (3.139)
usando el hecho de que en cada hipersuperficie z0 = x0,
ηαS
αβ = −ηα
∫
Σ
(z − x)a TαβηβdΣ, (3.140)
por lo tanto
ηαS
αβ = 0. (3.141)
El vector ηα puede interpretarse f´ısicamente como aquel que define el sistema de referencia en reposo,
es decir, en el cual el momentum es nulo, en el sentido que
pκ = Mηκ, (3.142)
donde ηκ es un vector unitario temporal y M es una constante positiva, considerada la masa total del
cuerpo.
En un espacio curvo la definicio´n del centro de masa reduce la arbitrariedad en las definiciones de l´ınea
de mundo zα(s) y las hipersuperficies de integracio´n Σs. Su desarrollo esta´ formalmente plasmado en
los trabajos de Pryce [45], Beiglbo¨ck [46] y Schattner [47], quienes demuestran su existencia y unicidad
bajo ciertas condiciones.
Asumiendo que T satisface el segundo postulado de la Relatividad General ; bajo la definicio´n 3.2.2, el
corolario 3.2.1 y las condiciones establecidas para γ y Σs en la anterior seccio´n, se puede mostrar que
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en cada punto z ∈ Σ ∩W siempre debe existir un vector unitario temporal u dirigido hacia el futuro,
tal que
p[αuβ] = 0, uβu
β = −1. (3.143)
En estas condiciones, la arbitrariedad en la escogencia de z puede ser removida seleccionando el punto
z0 en Σ ∩W donde
uα(z0)S
αβ(z0) = 0. (3.144)
Como Σ varia en una familia uniparame´trica de secciones transversales Σ(s), z0(s) describe una l´ınea
de mundo γ0 en W, la cual, por analog´ıa con (3.141), se define como el centro de masa del cuerpo.
En general uα es diferente de vα, el cual, siendo tangencial a γ0, describe el cuadrivector velocidad del
cuerpo. Sin embargo γ0 puede ser parametrizada de forma que
uκv
κ = −1, (3.145)
lo cual corresponde a la eleccio´n de ds, en cada punto de la l´ınea de mundo, como el intervalo de tiempo
transcurrido en el sistema en el cual la componente espacial del cuadrimomentum es cero [1].
A lo largo de γ0 se tiene, a partir de (3.143)
pκ = Muκ, (3.146)
donde M es una cantidad positiva interpretada como la masa total del cuerpo, que no es necesariamente
constante. Esta ecuacio´n establece que la foliacio´n {Σs} es aquella que es escogida por observadores de
momentum cero.
Con base en esta construccio´n se define la l´ınea de mundo centro de masa como la curva γ0 suave (C
1),
parametrizada por z0(s), con z0(s) ∈ supp(T ) para todo s, tal que mα(z0(s)) = 0, con mα el momento
dipolar. Schattner [47] muestra que z /∈ supp(T ) implica mα(z) 6= 0 y que la interseccio´n de cualquier
hipersuperficie espacial con supp(T ) contiene al menos un z0 tal que mα(z0) = 0.
Al remover la arbitrariedad en la escogencia de z se selecciona una familia de hipersuperficies Σs,
definidas como la unio´n de todas las geode´sicas ortogonales a uα que pasan a trave´s de z0. Por lo tanto,
x ∈ Σs implica
uα(z0)Ω
α(z0, x) = 0. (3.147)
Definiendo el momento dipolar de masa como
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mα ≡ uβ(z0)Sαβ(z0), (3.148)
por (3.126) y (3.147) se tiene
mα ≡ −
∫
Σ(z)
ΩαuδH
δ
 T
βdΣβ. (3.149)
Entonces la definicio´n de centro de masa en relatividad especial puede generalizarse a un espacio-tiempo
arbitrario, usando la definicio´n de momentum siendo paralelo a uα, como
pαS
αβ = 0, (3.150)
es decir, la nocio´n de que la posicio´n del centro de masa del cuerpo es el punto alrededor del cual su
momento dipolar de masa se anula en el sistema de momentum cero.
No´tese que bajo la condicio´n (3.150) las componentes independientes del tensor momentum angular se
reducen de seis a tres, lo que permite definir un vector esp´ın que contenga toda la informacio´n de este
tensor. Esto se escribe expl´ıcitamente como
Sκ =
1
2
√−gκλµνuνSλν , (3.151)
donde αβγδ es el s´ımbolo de Levi-Civita.
Es importante analizar la forma en que cambia la masa total del cuerpo a lo largo de γ0. Derivando la
ecuacio´n (3.146) y contrayendo con uκ, se tiene
δpκ
δs
uκ =
δM
δs
uκuκ +M
δuκ
δs
uκ. (3.152)
Teniendo en cuenta que M es un escalar y aplicando la ecuacio´n (3.143)
dM
ds
= −δp
κ
δs
uκ, (3.153)
que en te´rminos de la fuerza (3.134) esta´ dada por
dM
ds
=
1
2
SµνvλuκR
κ
µνλ + F
κuκ. (3.154)
Por lo tanto en espacio-tiempo plano la masa total del cuerpo es constante a lo largo de γ0. Sin embargo,
esto tambie´n ocurre cuando el espacio-tiempo es maximalmente sime´trico, en cuyo caso se debe expresar
la variacio´n de la masa en te´rminos de la fuerza y el torque.
Contrayendo la ecuacio´n (3.134) con respecto a vκ y derivando el momentum en (3.146), se obtiene
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F κvκ =
dM
ds
uκvκ +M
δuκ
δs
vκ − 1
2
SµνvλvκR
κ
µνλ . (3.155)
Debido a las propiedades de antisimetr´ıa del tensor de Riemann el u´ltimo te´rmino se anula, entonces
F κvκ =
dM
ds
uκvκ +M
δuκ
δs
vκ. (3.156)
La relacio´n con el torque se obtiene contrayendo la ecuacio´n (3.135) con respecto a uκ
δuλ
δs , luego
Lκλuκ
δuλ
δs
=
δSκλ
δs
uκ
δuλ
δs
+Mvλ
δuλ
δs
+ pλvκuκ
δuλ
δs
. (3.157)
Al derivar (3.144) y contraer con respecto a δuλδs , se deduce que
uκ
δuλ
δs
δSκλ
δs
= 0, (3.158)
entonces
Lκλuκ
δuλ
δs
= Mvλ
δuλ
δs
+ pλvκuκ
δuλ
δs
. (3.159)
Aplicando (3.146) y (3.143) el u´ltimo te´rmino se anula, reducie´ndose la expresio´n a
Mvλ
δuλ
δs
= Lκλuκ
δuλ
δs
. (3.160)
Por lo tanto la ecuacio´n (3.156) toma la forma
F κvκ =
dM
ds
uκvκ + L
κλuκ
δuλ
δs
, (3.161)
as´ı, aplicando la antisimetr´ıa de Lκλ, se obtiene
dM
ds
= (uκvκ)
−1
[
Fµvµ + uν
δuµ
δs
Lµν
]
. (3.162)
Como resultado adicional se tiene que el primer momento multipolar que causa una pe´rdida o una
absorcio´n de energ´ıa gravitacional, por parte del cuerpo, es el cuadrupolo, pues la fuerza y el torque
representan esos o´rdenes superiores en la expansio´n multipolar.
La discusio´n sobre el centro de masa en Relatividad General se completa al encontrar la ecuacio´n ana´lo-
ga a (3.27), que proporciona la velocidad del centro de masa en te´rminos de las propiedades del cuerpo.
Esta analog´ıa no esta´ determinada por la relacio´n (3.146), debido a que el momentum no es paralelo a
la velocidad por accio´n de la fuerza [1]. Entonces la velocidad del centro de masa debe estar relacionada,
en general, con la fuerza y el torque, es decir, con la estructura multipolar del cuerpo de orden superior
al cuadrupolo. La manipulacio´n algebra´ica que conduce a la solucio´n de este problema fue desarrollada
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en [48] y se presenta a continuacio´n siguiendo [1,26].
Como primer paso se deriva la ecuacio´n (3.150) a lo largo de z0, luego
δ
δs
(pσS
µσ) =
δpσ
δs
Sµσ + pσ
δSµσ
δs
= 0. (3.163)
Utilizando (3.135) y (3.146) en el u´ltimo te´rmino se tiene
δpσ
δs
Sµσ +Muσ
[
Lµσ + 2Mu[µvσ]
]
= 0, (3.164)
lo cual, aplicando (3.145), se reduce a
δpσ
δs
Sµσ +MuσL
µσ +M2vµ −M2uµ = 0. (3.165)
Sea M2tµ = MuσL
µσ −M2uµ, entonces
δpσ
δs
Sµσ +M2 (tµ + vµ) = 0. (3.166)
Despejando la velocidad se obtiene
vµ = −tµ − 1
M2
δpσ
δs
Sµσ. (3.167)
Al reemplazar en (3.134) da como resultado
δpν
δs
= Fν − 1
2
SκλRκλµνt
µ − 1
2M2
SκλSµσRκλµν
δpσ
δs
. (3.168)
Contrayendo esta ecuacio´n con Sτν y aprovechando las relaciones de simetr´ıa del tensor de Riemann
(2.11),
Sτν
δpν
δs
= Sτν
(
Fν − 1
2
SκλRκλµνt
µ
)
− 1
2M2
SκλSτ [νSµ]σRκλµν
δpσ
δs
. (3.169)
A partir de la antisimetr´ıa del tensor momentum angular y la relacio´n (3.144) se sigue que Sτν tiene
un rango a lo ma´s de 2. En consecuencia S[τνSµ]σ debe anularse, lo cual implica que
Sτ [νSµ]σ =
1
2
SµνSτσ. (3.170)
Entonces, la ecuacio´n (3.169) se reduce a
Sτσ
δpσ
δs
(
1 +
1
4M2
SκλSµνRκλµν
)
= Sτν
(
Fν − 1
2
SκλRκλµνt
µ
)
. (3.171)
Sustituyendo (3.166) se tiene
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−M2 (tτ + vτ )
(
1 +
1
4M2
SκλSµνRκλµν
)
= Sτν
(
Fν − 1
2
SκλRκλµνt
µ
)
. (3.172)
Para despejar la velocidad se hace uso de la relacio´n (3.146) y se despliega tτ , de tal forma que
Mvµ = pµ − uνLµν −
Sµν
[
MFν − 12Sκλ (pτ − uσLτσ)Rκλντ
]
M2 + 14S
κλSτνRκλτν
. (3.173)
As´ı pues, en el l´ımite de espacio-tiempo plano, el cuadrimomentum total sera´ igual al producto de la
masa en reposo del cuerpo en el sistema centro de masa y la cuadrivelocidad de este sistema, como se
espera de la Teor´ıa Especial de la Relatividad [13].
La ecuacio´n (3.173) diverge si el te´rmino que esta´ en el denominador es nulo, lo cual se puede inter-
pretar como una restriccio´n sobre Sκλ/M . Esta restriccio´n es considerada como una de las condiciones
requeridas para que el centro de masa exista y sea u´nico [35,47].
El problema de la dina´mica de un cuerpo extendido se reduce, entonces, a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias para la velocidad del centro de masa vµ, el momentum lineal pµ y el momentum
angular Sµν . Resta encontrar la forma para la fuerza y el torque en (3.134) y (3.135) que, en analog´ıa
con el caso newtoniano, se espera que este´ en te´rminos de los momentos multipolares del cuerpo y las
derivadas de los potenciales gravitacionales.
3.2.3. Fuerza y Torque
Habiendo encontrado la ecuacio´n de movimiento para Pξ en te´rminos del momentum lineal p
µ y del
momentum angular Sµν , es necesario estudiar el cambio del momentum generalizado de acuerdo con
su definicio´n. Esto permite encontrar una expresio´n para la fuerza y el torque, siguiendo un me´todo
similar al desarrollado en el caso newtoniano en la seccio´n (3.1.5).
Conside´rese la definicio´n del funcional de momentum, precisada en (3.122). La diferencia en Pξ entre
dos tiempos s1 y s2 > s1 esta´ dada por
δPξ(Σs1 , Σs2) := Pξ(Σs2)− Pξ(Σs1). (3.174)
Siguiendo el mismo ana´lisis del corolario 3.2.1 se tiene que
δPξ(Σs1 , Σs2) =
∫
D
∇β(ξαTαβ)dV
=
∫
D
Tαβ∇βξαdV +
∫
D
ξα∇βTαβdV,
(3.175)
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con dV =
√−gd4x. Aplicando el segundo postulado y la definicio´n de la derivada de Lie de la me´trica
(2.16), se obtiene
δPξ(Σs1 , Σs2) =
1
2
∫
D
TαβLξgαβdV. (3.176)
Esta ecuacio´n se puede expresar en forma diferencial tomando el elemento dS := tαdΣα, donde t
α es el
vector evolucio´n temporal para {Σs}, as´ı [35]
dPξ
ds
(Σs) =
1
2
∫
Σs
TαβLξgαβdS. (3.177)
Entonces, el problema se reduce a encontrar una expresio´n para la derivada de Lie de la me´trica. En
efecto, si los campos vectoriales ξµ son de Killing, la derivada de Lie de la me´trica es nula, luego el
momentum generalizado se conserva. Sin embargo, un espacio-tiempo general puede carecer de campos
de Killing.
En el caso newtoniano, tanto el momentum lineal como el momentum angular pod´ıan ser definidos por
medio del funcional de momentum, considerando la existencia de seis vectores de Killing independientes
(ver 3.1.5). Por su parte, las definiciones de los momentums en Relatividad General son independientes
de los campos de Killing (ecuaciones 3.125 y 3.126). Sin embargo, estas definiciones se realizan a partir de
la ecuacio´n (3.123), la cual requiere que el campo vectorial ξα sea escogido de un espacio vectorial de diez
dimensiones (para definir el cuadrimomentum y el tensor de segundo orden antisime´trico momentum
angular) con la propiedad de que cada vector esta´ determinado sobre una hipersuperficie Σs, bajo la
existencia de una uno-forma arbitraria Ξα(z) y una dos-forma arbitraria ∇αΞβ(z) en el punto z ∈ Σs
[35]. Se asume, entonces, que ξα toma la forma
ξα = gαβΞβ, (3.178)
donde Ξα es un campo de Killing generalizado, el cual se construye a partir de la me´trica y de la
definicio´n de una l´ınea temporal γ = {z(s)|s ∈ R} [35,49]. Estos campos comparten varias propiedades
con los campos de Killing, entre ellas que el conocimiento de su valor inicial y su primera derivada en
un punto de la l´ınea de mundo, fija el campo vectorial a trave´s de de un subconjunto abierto de la
variedad W ⊃ W (contiene al cuerpo), el cual es vecindad de γ. La dependencia de valores iniciales es
l´ıneal y no degenerada. Para un sistema dado, existe entonces diez campos de Killing generalizados en
cada espacio-tiempo cuatridimensional, que satisfacen
Lξgαβ|γ = ∇αLξgαβ|γ = 0. (3.179)
Se considera a partir de ahora que ξ representa un campo generalizado de Killing. Los campos de Killing
generalizados son derivados a partir de una familia uniparame´trica de campos de Jacobi ψα(x, s), por
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ξα(x) = ψα(x, s), (3.180)
entonces
Lξgκλ(x) = ∇κψλ +∇κsdψλ
ds
+∇λψκ +∇λsdψλ
ds
= Lψgκλ + 2∇(κs
d
ds
ψλ).
(3.181)
Siguiendo el mismo me´todo utilizado en meca´nica newtoniana, la derivada de Lie de los potenciales
gravitacionales, representados en el tensor me´trico, se otiene a partir de una expansio´n de Taylor de la
me´trica alrededor de z ∈ γ. Empleando coordenadas normales de Riemann (ape´ndice A) se tiene
gκλ(x) = Ω
α
κΩ
β
λ
N∑
n=0
(−1)n
n!
Ωγ1 · · ·Ωγngαβ,γ1···γn(z), (3.182)
donde gαβ,γ1···γn(z) es la n-e´sima extensio´n de gαβ evaluada en el punto z [29]. Teniendo en cuenta que
la derivada de Lie del vector tangente Ωα es nula
LψΩα(x, z) = LψΩακ(x, z) = 0, (3.183)
entonces, segu´n la expansio´n para la me´trica (3.182), el primer te´rmino de (3.181) toma la forma
Lψgκλ = ΩακΩβλ
{
Lψgαβ − Lψ(Ωλ1gαβ,γ1) +
N∑
n=2
(−1)n
n!
Ωγ1 · · ·ΩγnLψgαβ,γ1...γn
}
(x,s)
. (3.184)
Teniendo en cuenta que la derivada de Lie de la metrica alrededor de la l´ınea de mundo es nula y que
en coordenadas normales la derivada de la me´trica es cero por lo que gαβ,γ1 = 0, se sigue que
Lψgκλ = ΩακΩβλ
{
N∑
n=2
(−1)n
n!
Ωγ1 · · ·ΩγnLψgαβ,γ1...γn
}
(x,s)
. (3.185)
Hace falta encontrar dψ/ds. Extendiendo el te´rmino de mano izquierda en la ecuacio´n (3.183)
ψβΩαβ + ψ
κΩακ − Ωβ∇βψα = 0 (3.186)
y tomando la derivada covariante ∇γ se obtiene
Ωακ∇γψκ = −ψκ∇γΩακ − Ωαβ∇γψβ − ψβ∇γΩαβ + Ωβγ∇βψα + Ωβ∇βγψα, (3.187)
donde
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∇γΩακ = ∇κΩαγ (3.188)
por la regla de intercambio para las derivadas de la funcio´n de mundo.
De acuerdo con (2.58), los campos de Jacobi cumplen las ecuaciones
δψα
δs
− dz
β
ds
∇βψα(z, s) = 0 (3.189)
y
δ
δs
∇αψβ(z, s) +R δαβγ
dzγ
ds
ψδ(z, s) = 0, (3.190)
de donde se obtiene
∇βγψα = −Rαηβγψη +∇γβψα. (3.191)
Adicionalmente, de la definicio´n del tensor de Riemann (2.8) se tiene
∇γΩαβ = −RαηβγΩη +∇βΩαγ . (3.192)
Por lo tanto, sustituyendo en la ecuacio´n (3.187) se sigue que
Ωακ∇γψκ = −ψκ∇κΩαγ − ψβ∇βΩαγ + Ωβγ∇βψα − Ωαβ∇γψβ + ΩηRαηβγψβ + Ωβ∇βγψα. (3.193)
Dado
LψΩαβ = ψγ∇γΩαβ + ψκ∇κΩαβ − Ωγβ∇γψα + Ωαγ∇βψγ , (3.194)
la ecuacio´n (3.193) toma la forma
Ωακ
dzγ
ds
∇γψκ = −dz
γ
ds
LψΩαγ + ΩηRαηβγ
dzγ
ds
ψβ + Ωβ
dzγ
ds
∇βγψα. (3.195)
De acuerdo con la ecuacio´n (3.190) los dos u´ltimos te´rminos de la ecuacio´n (3.195) se anulan, por lo
tanto la variacio´n para el campo de Jacobi esta´ dada por
Ωακ
dψκ
ds
= −dz
γ
ds
LψΩαγ , (3.196)
que en te´rminos del propagador de Jacobi (2.60), es
dψκ
ds
=
dzγ
ds
HκαLψΩαγ . (3.197)
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De esta forma, con el fin de encontrar una expresio´n para la variacio´n de ψ con respecto al para´metro
s en la ecuacio´n (3.181), es necesario hallar LψΩαβ. De acuerdo con (2.37) y (2.38), derivando dos veces
la funcio´n de mundo con respecto a las coordenadas del punto z, se obtiene
Ωαβ = Ω
κΩαβκ + Ω
α
κΩ
κ
β. (3.198)
Sea ω(u) una geode´sica afinmente parametrizada que conecta z con x, se tiene [49]
0 =
[
u2
d
du
(
u−1LψΩαβ
)− ΩαρΩ σβ Lψgρσ]
(ω(u),z)
, (3.199)
Normalizando u tal que ω(0) = z y ω(1) = x, la expresio´n anterior conduce a una solucio´n para la
ecuacio´n dada por
LψΩαβ(x, z) =
∫ 1
0
duu−2Ωαρ(ω, z)Ω σβ (ω, z)Lψgρσ(ω). (3.200)
Por lo tanto este resultado junto con (3.197) conduce a
dψκ
ds
=
dzβ
ds
H ακ
∫ 1
0
duu−2Ω ρα (ω, z)Ω
σ
β (ω, z)Lψgρσ(ω), (3.201)
Entonces, haciendo uso de (3.195) se tiene
dψκ
ds
' dz
β
ds
H ακ
∫ 1
0
duu−2Ω ρα (ω, z)Ω
σ
β (ω, z)
[
ΩδρΩ

σ
N∑
n=2
(−1)n
n!
Ωγ1 · · ·ΩγnLψgδ,γ1...γn
]
(ω,s)
. (3.202)
Sustituyendo (3.185) y (3.202) en la ecuacio´n (3.181), la derivada de Lie de la me´trica queda expresada
como
Lξgκλ(x) '
N∑
n=2
1
n!
{[
ΩακΩ
β
λ +
2
n− 1 Θ(n)
αβ
δz˙
H δ(λ ∇κ)s
]
Ωγ1 · · ·ΩγnLξgαβ,γ1...γn(z)
}
(x,s)
(3.203)
Donde
Θ
(n)
κλµν(z, x) = (n− 1)
∫ 1
0
[
ΩκρΩ(µρΩ
ν)
σΩ
λσ
]
(ω,z)
un−2du, (3.204)
para n ≥ 2, que en espacio plano se reduce a
Θ
(n)
κλµν(z, x) = gκ(µgν)λ,
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para todo n y todo x, por lo cual se incluye el factor (n− 1) en la definicio´n [30].
A partir de (3.177) se sigue que la fuerza y el torque pueden ser expandidos en series, de tal forma que
el momentum generalizado satisfaga
dPξ
ds
(Σs) =
1
2
∞∑
n=2
1
n!
Iγ1...γnαβ(s)Lξgαβ,γ1...γn(z). (3.205)
Donde, en analog´ıa con el caso newtoniano, los coeficientes Iγ1...γnαβ(s) representan los momentos mul-
tipolares asociados a la distribucio´n de momentum-energ´ıa, representada en Tαβ.Entonces, la fuerza y el
torque esta´n directamente relacionados con los momentos de o´rdenes igual o superiores al cuadrupolar.
Estos momentos cumplen las siguientes relaciones de simetr´ıa:
Iγ1...γnµν = I(γ1...γn)(µν), para n ≥ 0
I(γµν) = 0 y I(γ1...γnµ)ν = 0, para n ≥ 2.
(3.206)
Considerando las ecuaciones (3.203), (3.205) y (3.133), se definen las componentes los momentos mul-
tipolares como [30]
tκ1...κnλµ(s) := (−1)n
∫
Σs
Ωκ1 · · ·ΩκnΩλαΩµβTαβdS, si n ≥ 2,
pκ1...κnλµν(s) := 2(−1)n
∫
Σs
Ωκ1 · · ·Ωκn Θ
(n)
ρνλνHαρT
αβdΣβ, si n ≥ 2.
(3.207)
Existen dos formas equivalentes de expresar los momentos multipolares, dependiendo de las relaciones
de simetr´ıa que cumplen las integrales que dan origen a estos. Una de ella es mediante el tensor J , el
cual posee las mismas simetr´ıas de los momentos multipolares de esfuerzos en (3.13), que se define como
Jκ1...κnµνρ = tκ1...κn[λ[νµ]ρ] +
1
n+ 1
pκ1...κn[λ[νµ]ρ]τvτ , para n ≥ 0. (3.208)
Este se relaciona con el tensor I por medio de [50]
Iκ1...κnλµ =
4(n− 1)
n+ 1
J (κ1...κn−1|λ|κn)µ, para n ≥ 2. (3.209)
a partir de (3.207) es claro que los momentos multipolares definidos, dependen de la distribucio´n de
materia-energ´ıa y de los potenciales gravitacionales representados por el tensor me´trico. Al reemplazar
(3.205) en la ecuacio´n (3.133), teniendo en cuenta la definicio´n de la derivada de Lie, se obtienen las
ecuaciones de evolucio´n para el momentum lineal y el momentum angular, las cuales esta´n dadas por
δpν
δs
=
1
2
SκλvµR νκλµ +
1
2
gµν
N∑
n=2
1
n!
Iγ1...γnαβ(s)∇µgαβ,γ1...γn(z) (3.210)
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y
δSκλ
δs
= 2p[κvλ] +
N−1∑
n=1
1
n!
gη[κIλ]γ1...γnαβg{ηβ,α}γ1...γn . (3.211)
Se espera que estas series sean aproximaciones adecuadas para N pequen˜os. Esto se tiene como condi-
cio´n esencial en el ca´lculo de los momentos, pues para realizar la expansio´n de la me´trica se considero´
que los campos var´ıan lentamente dentro de los cuerpos, es decir, que su taman˜o caracter´ıstico es pe-
quen˜o en comparacio´n con la curvatura.
Las ecuaciones de movimiento (3.210), (3.211) y (3.173), junto con la ecuacio´n de variacio´n de la masa
(3.162), constituyen el conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, que bajo la eleccio´n particular de
un modelo de materia, dan solucio´n al problema del movimiento de un cuerpo en Relatividad General .
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CAP´ITULO 4
Ecuaciones de movimiento para un cuerpo de prueba con estructura en una me´trica
esta´tica e isotro´pica
Una simplificacio´n fundamental se obtiene cuando se considera el movimiento de un cuerpo cuyo taman˜o
se asume muy pequen˜o en comparacio´n con los objetos que producen el campo en el cual se encuentra
inmerso. En este caso se ignoran las autofuerzas, es decir, se supone que la influencia de dicho cuer-
po sobre el campo gravitacional es despreciable. Sin embargo, el cuerpo puede guardar una estructura
interna que afecte sus ecuaciones de movimiento. Dicho objeto se denomina cuerpo de prueba extendido.
En el caso en que el cuerpo de prueba considerado tenga una estructura monopolar, los te´rminos corres-
pondientes al momentum angular, la fuerza y el torque en las ecuaciones (3.134) y (3.135) se anulan, por
lo tanto su ecuacio´n de movimiento correspondera´ a la de una geode´sica. Pero cuando posea una estruc-
tura multipolar su movimiento se alejara´ de esta. Como se menciono´ en el cap´ıtulo 3, las ecuaciones de
movimiento de un cuerpo de prueba dependen de su momentum lineal, su momentum angular, la cur-
vatura del espacio-tiempo y de fuerzas y torques que son expresados en te´rminos de una expansio´n que
depende de las derivadas de la me´trica y de los momentos multipolares del tensor momentum-energ´ıa.
Conside´rese, entonces un cuerpo de prueba con estructura, el cual se mueve inmerso en un espacio-
tiempo descrito por una me´trica esta´tica e isotro´pica, que en coordenadas esfe´ricas esta´ dada por [10]
ds2 = −A(r)c2dt2 +B(r)dr2 + r2(sin2 θdφ2 + dθ2). (4.1)
El movimiento del cuerpo estara´ gobernado por el sistema de ecuaciones acopladas (3.134) y (3.135),
ma´s una relacio´n adicional que defina una l´ınea de mundo particular al interior del tubo de mundo que
contiene al cuerpo, para un tensor de curvatura, una fuerza y un torque correspondientes a la me´trica
(4.1).
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La ecuacio´n que define la l´ınea de mundo es conocida en la literatura como la condicio´n suplementaria
de esp´ın. Existen diferentes condiciones, cada una de las cuales da origen a distintas posiciones del
centro de masa del cuerpo. La ecuacio´n (3.150) es una de ellas y define el centro de masa como el punto
alrededor del cual el momentum dipolar de masa del cuerpo se anula en el sistema de momentum cero.
Un ejemplo adicional es la condicio´n suplementaria de Corinaldesi-Papapetrou [51], que determina el
centro de masa en el sistema en reposo del cuerpo atractor.
El objetivo de este cap´ıtulo es plantear y comparar las ecuaciones de movimiento de un cuerpo de prueba
extendido en una me´trica esta´tica e isotro´pica, para las dos condiciones suplementarias propuestas.
4.1. Ecuaciones de movimiento de Papapetrou
En esta seccio´n se obtendra´n las ecuaciones de movimiento de Papapetrou [3, 52] partiendo de las
ecuaciones generales propuestas por Dixon e incorporando los te´rminos relacionados con la fuerza y el
torque, los cuales representan la contribucio´n multipolar del cuerpo. Estas ecuaciones se presentan de
forma covariante y son independientes de la escogencia de un centro de masa particular.
Conside´rense las ecuaciones generales de movimiento (3.134,3.135). Contrayendo (3.135) con uν y apli-
cando (3.143), (3.145) y (3.146), se tiene
uν
δSµν
δs
= −pµ +Mvµ + uνLµν . (4.2)
As´ı el momentum se puede reescribir como
pµ = Mvµ − uσ δS
µσ
δs
+ uσL
µσ, (4.3)
el cual se sustituye en (3.135) para obtener
δSµν
δs
+ 2uσv
[ν δS
µ]σ
δs
+ 2uσv
[µLν]σ − Lµν = 0. (4.4)
Esta expresio´n corresponde a la forma covariante de la ecuacio´n de movimiento de Papapetrou para el
momentum angular. Estrictamente es ide´ntica a dicha ecuacio´n cuando se desprecia el torque, en cuyo
caso se habla de la aproximacio´n dipolar.
La antisimetr´ıa del tensor momentum angular reduce el nu´mero de ecuaciones en (4.4) a seis. Sin
embargo, la eleccio´n de una condicio´n suplementaria adecuada origina una relacio´n adicional entre las
componentes no nulas de Sµν , lo cual restringe el nu´mero de ecuaciones linealmente independientes.
Considerando esta situacio´n, resulta u´til escribir las componentes espaciales de (4.4) como
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δSij
δs
+
vj
v0
δS0i
δs
− v
i
v0
δS0j
δs
− 2
v0
v[iLj]0 − Lij = 0. (4.5)
Por otro lado, la ecuacio´n (4.3) implica una diferencia sustancial entre el momentum lineal del cuerpo
y la velocidad del sistema asociado a un centro de masa, cuyo origen es la propia estructura del cuerpo.
Escribiendo de forma expl´ıcita las componentes de (4.3) se tiene
p0 = Mv0 − uσ δS
0σ
δs
+ uσL
0σ
pi = Mvi − u0 δS
i0
δs
− uj δS
ij
δs
+ uσL
iσ.
(4.6)
Reemplazando la ecuacio´n (4.5) y teniendo en cuenta la antisimetr´ıa del tensor momentum angular,
(4.6) se reduce a
pµ = M∗vµ − 1
v0
δS0µ
δs
+
1
v0
L0µ, (4.7)
dondeM∗ respresenta una masa efectiva asociada con la masa del cuerpo ma´s una componente energe´tica
producto de la interaccio´n entre la estructura multipolar del cuerpo y la curvatura del espacio-tiempo.
Esta masa esta´ dada por
M∗ = M +Ms +ML, con Ms =
uσ
v0
δSσ0
δs
y ML =
uσ
v0
L0σ. (4.8)
A partir de (4.7) se obtiene la ecuacio´n de movimiento,
δM∗vµ
δs
− δp
µ
δs
− δ
δs
(
1
v0
δS0µ
δs
)
+
δ
δs
(
1
v0
L0µ
)
= 0, (4.9)
donde la variacio´n del momentum esta´ dada por (3.134). Empleando las relaciones de simetr´ıa del tensor
momentum angular y del tensor de Riemann,
δpµ
δs
= −Sκλvν (∂κΓµνλ + ΓµσκΓσνλ)+ Fµ. (4.10)
Cuando se desprecian la estructura cuadrupolar y de orden superior del cuerpo, representadas en Lµν ,
(4.7) queda reducida a la ecuacio´n de Papapetrou para el momentum lineal, con M∗ = M +Ms. Donde
Ms representa una forma de energ´ıa asociada con el acoplamiento esp´ın-o´rbita.
4.2. Condicio´n suplementaria de esp´ın de Corinaldesi-Papapetrou
La condicio´n suplementaria utilizada por Corinaldesi-Papapetrou es
Si0 = 0, (4.11)
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lo cual simplifica los ca´lculos en las ecuaciones (4.5) y (4.7) y reduce de manera evidente las componentes
independientes del momentum angular a tres. Sin embargo, esta ecuacio´n carece de significado, a menos
que se especifique el sistema de referencia en el cual se cumple. Esto se logra si se considera el sistema en
el cual el cuerpo central, cuya presencia gravitacional es muy superior a la del cuerpo de prueba, esta´ en
reposo. Este sistema se denomina el sistema de referencia en reposo del campo de Schwarzschild [20,51].
Con el fin de fijar este sistema, introdu´zcase una familia de observadores que realizan sus observaciones
respecto a un conjunto de te´tradas ortonormales λµa (ape´ndice A), definido por
λµagµνλ
ν
b = ηab. (4.12)
Por lo tanto el ejercicio de ı´ndices que etiquetan los vectores de la base de realiza con la me´trica
Minkowskiana. Los resultados de las posibles observaciones, referidas a esta base, realizadas por un
observador con cuadrivelocidad λµ0 , se relacionan con las componentes f´ısicas del tensor correspondiente
Fµν... as´ı
Fµν... = λaµλ
b
ν . . . F
µν.... (4.13)
Relacionando con cada punto de la l´ınea de mundo un observador en reposo con respecto al campo de
fondo, se tiene
λµa = (a, 0, 0, 0), (4.14)
donde a se calcula a partir de (4.12) tal que
λµa = ((−g00)−1/2, 0, 0, 0). (4.15)
De acuerdo con (4.13) las componentes del tensor momentum angular cumplen
Sa0 = (−g00)1/2λaµSµ0 = 0. (4.16)
Esta eleccio´n particular de las componentes del momentum angular genera una condicio´n sobre la ecua-
cio´n (3.126), la cual se traduce en una restriccio´n sobre los propagadores de Jacobi, que dependen del
punto or´ıgen z, fijando de esta forma un centro de masa para el cuerpo.
La ecuacio´n (4.11) implica que
δSij
δs
=
dSij
ds
+ Γiκλv
κSλj + Γjκλv
κSiλ, (4.17)
δS0i
δs
= Γ0κλv
κSλi. (4.18)
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La variacio´n de S00 es en general nula debido a la antisimetr´ıa del tensor momentum angular. Reem-
plazando (4.17,4.18) en la ecuacio´n (4.5) se obtiene
δSij
δs
+ Γ0κλ
vκ
v0
(
vjSλi − viSλj
)
− 2
v0
L0[ivj] − Lij = 0, (4.19)
que corresponde a la ecuacio´n de movimiento de momentum angular en el sistema de referencia en
reposo de Schwarzschild. La ecuacio´n de movimiento en este sistema viene dada por (4.9,4.10), de tal
forma que
δ(M∗vµ)
δs
− δ
δs
(
1
v0
Γ0κλv
κSλµ
)
+ Sκλvν
(
∂κΓ
µ
νλ + Γ
µ
σκΓ
σ
νλ
)
+ Fµ +
δ
δs
(
1
v0
L0µ
)
= 0. (4.20)
4.2.1. Ecuaciones de movimiento en coordenadas isotro´picas
El uso de coordenadas isotro´picas para escribir las ecuaciones de movimiento, conducen a una mejor
comprensio´n de la masa efectivaMs y permiten un ana´lisis ma´s directo de los te´rminos que las componen.
Conside´rese un sistema de referencia representado por las coordenadas x0, x1, x2 y x3, donde las
coordenadas espaciales esta´n abreviadas por medio del vector r con r2 = xixjδij . La me´trica esta´tica e
isotro´pica bajo este sistema esta´ dada por
g00 = −A(r), y gij = δij − (1−B(r))
r2
xixj , (4.21)
de tal forma que los s´ımbolos de Christoffel no nulos son:
Γ00i =
µ′A
2r
xi, Γi00 =
A′
2rB
xi
Γijk =
{
1
2r2
[
µ′B +
2(1−B)
rB
]
xjxk − (1−B)
rB
δjk
}
xi
r
,
(4.22)
donde el s´ımbolo prima denota diferenciacio´n con respecto a r, con µ′A = A
′/A y µ′B = B
′/B.
Como se menciono´ anteriormente, la condicio´n suplementaria de Corinaldesi-Papapetrou reduce las
componentes del tensor momentum angular a tres, de tal manera que se puede definir un vector que
las represente por medio de
Sk =
1
2
ijmδ
kmSij , (4.23)
siendo ijk el s´ımbolo de Levi-Civita. Reemplazando (4.21) y (4.22) en la ecuacio´n (4.19) la ecuacio´n
de movimiento de momentum angular se reduce a
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S˙ +
1
2r
(µ′B − µ′A)(r · v)S +
(1−B)
r2B
(r · S)v + µ
′
A
2r
(v · S)r− 1
2r3
[
µ′B +
2(1−B)
rB
]
(r · v)(r · S)r− τ = 0 .
(4.24)
Con
τ =
1
2
ijm
(
1
2
Lij +
1
v0
L0[ivj]
)
δkm, (4.25)
el cual es un vector que representa la contribucio´n del torque. En (4.24) el punto denota derivada total
con respecto al para´metro s, fijado mediante la relacio´n (3.145).
Aplicando la condicio´n suplementaria de esp´ın en la ecuacio´n (4.20) se obtiene la ecuacio´n de movi-
miento, la cual esta´ dada por
d
ds
(M∗v0) +M∗λ0 − F 0 = 0 (4.26)
y
d
ds
(M∗v) +M∗λ+ f(r) [S · (r× v)] r + g(r)(r · v)(r× S) + h(r)(v × S) + F− µ
′
A
2r
(r× τ )− ς = 0 .
(4.27)
Donde
λ0 = c
µ′A
r
(r · v)t˙,
λ =
1
2r
{
c2A′
B
t˙2 − 2(1−B)
rB
|v|2 + 1
r2
[
µ′B +
2(1−B)
rB
]
(r · v)2
}
r,
(4.28)
ς =
δ
δs
(
1
v0
L0i
)
, (4.29)
y f , g y h son funciones de las coordenadas, relacionadas con los potenciales gravitacionales, tal que
f(r) = − 1
2r4B
(2− 2B + µ′Br), h(r) =
1
2r2B
(2− 2B − µ′Ar),
g(r) = − 1
2r4B
(2− 2B − µ′Ar)−
1
4r3
(
2
A′′
A
r + 2µ′B − µ′Aµ′Br − µ′2Ar
)
.
(4.30)
Finalmente, la ecuacio´n (4.8) que define la cantidad Ms, toma la forma
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Ms =
µ′A
2rM
(r× p) · S . (4.31)
Por lo tanto Ms toma la forma caracter´ıstica de la interaccio´n esp´ın-o´rbita. No obstante, se debe tener
en cuenta que el vector momentum no es igual a la masa por la velocidad del centro de masa y que su
comportamiento esta´ delimitado por la ecuacio´n (3.134), que adquiere la forma vectorial
δp
δs
− f(r) [S · (r× v)] r + (2− 2B + rB
′)
2r2B
(r · v)(r× S)− (1−B)
r2B
(v × S)− F = 0 . (4.32)
Como se menciono´ en el cap´ıtulo 3, la nulidad de la fuerza y el torque sen˜ala la existencia de simetr´ıas
que se relacionan con leyes de conservacio´n. De esta forma, en el l´ımite de aproximacio´n dipolar las
ecuaciones (4.26,4.27) determinan cantidades conservadas. Si se anula F 0 en la expresio´n (4.26) y se
aplica (2.4) se tiene la ecuacio´n
d
ds
(AM∗v0) = 0, (4.33)
con M∗ = M + Ms. De esta ecuacio´n se obtiene la integral de energ´ıa, representada por E = AM∗v0
[20,51].
4.3. Condicio´n suplementaria de esp´ın de Tulczyjew-Dixon
La condicio´n suplementaria que aqu´ı se denominara´ de Tulczyjew-Dixon [53, 54], determina el centro
de masa del cuerpo en el sistema en reposo de este, y corresponde a la restriccio´n
pνS
µν = 0. (4.34)
De esta manera las ecuaciones de movimiendo estara´n determinadas por (3.173,3.134,3.135). La expre-
sio´n (4.34) representa un sistema de ecuaciones que reduce el nu´mero de componentes independientes
del tensor momentum energ´ıa a tres, tal que
S0i =
Pj
P0
Sij . (4.35)
Por lo tanto, se puede recurrir nuevamente a la definicio´n del vector momentum angular dada por
(4.23). Al aplicar el ejercicio de ı´ndices con la me´trica (4.21), la ecuacio´n (4.35) se reduce a
S0i = − 1
Ap0
[
(p× S)− (1−B)
r2
(r · p)(r× S)
]i
. (4.36)
Reemplazando la ecuacio´n (3.173) para la velocidad del centro de masa en (3.135), se tiene que el
te´rmino cinema´tico de la ecuacio´n solo depende del torque y de te´rminos cuadra´ticos del momentum
angular. La ecuacio´n de movimiento para el momentum angular, obtenida de esta forma es
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S˙− µ
′
A
2rBM∗
[
r× (p× S)− (1−B)
r2
(r · p)(r× (r× S))
]
+
1
2r3
[
µ′B +
2(1−B)
rB
]
(r·v) [r2S− (r · S)r]
+
(1−B)
r2B
[(r · S)v − (r · v)S] + N = 0. (4.37)
Con
M∗ =
p0
v0
, (4.38)
por la ecuacio´n (4.7). La contribucio´n del torque y de los te´rminos cuadra´ticos de S se agrupan en N
tal que
N =
1
2
ijm
{
uνp
[iLj]ν
M
+
p[iSj]ν
M
[
MFν − 12Sκλ (pτ − uσLτσ)Rκλντ
]
M2 + 14S
κλSτνRκλτν
− Lij
}
δkm. (4.39)
Aplicando la identidad vectorial
a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c, (4.40)
(4.37) se reduce a
S˙ +
1
2r
[
µ′A
M∗
(r · p) + µ′B(r · v)
]
S +
(1−B)
r2B
(r · S)v − µ
′
A
2rBM∗
(r · S)p
+
1
2r3
[
µ′A
M∗
(1−B)
B
(r · p)−
(
µ′B +
2(1−B)
rB
)
(r · v)
]
(r · S)r + N = 0. (4.41)
Por su parte, la ecuacio´n de movimiento tambie´n contiene te´rminos cuadra´ticos del momentum angular
y cumple
d
ds
(Mv)+Mλ+
1
M∗
f˜(r) [(r× p) · S] r+ µ
′
A
2rBM∗
(p×S)− mu
′
A
2r3BM∗
(1−B)(r·p)(r×S)+g˜(r) [(r× v) · S] r
+
1
2r3
[
µ′B +
2(1−B)
rB
]
(r · v)(r× S)− (1−B)
r2B
(v × S) + Ψ = 0, (4.42)
con
Ψ = F i − δ
δs
{
uνL
iν +
Siν
[
MFν − 12Sκλ (pτ − uσLτσ)Rκλντ
]
M2 + 14S
κλSτνRκλτν
}
(4.43)
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y
f˜(r) =
1
4r3B
(
2
A′′
A
r − 2µ′A − µ′Aµ′Br − µ′2Ar
)
g˜(r) =
1
2r4
(
2− 2
B
+
µ′B
B
r
)
.
(4.44)
Es importante tener en cuenta que la masa efectiva M∗ esta´ definida por (4.8). Sin embargo, bajo la
presente condicio´n suplementaria, Ms esta´ determinada por la variacio´n de S
0i en (4.36), de donde
se sigue que es una funcio´n de las derivadas de los vectores momentum y momentum angular. Adi-
cionalmente, el vector r no es igual a su contraparte correspondiente a la condicio´n suplemantaria de
Corinaldesi-Papapetrou, pues en cada caso representa los vectores que van hacia el centro de masa en
distintos sistemas de referencia [52].
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CAP´ITULO 5
Movimiento de dos cuerpos extendidos bajo la Primera Aproximacio´n
Postnewtoniana
E l problema de varios cuerpos extendidos en la teor´ıa gravitacional de Newton tiene como fin princi-
pal determinar el movimiento traslacional y los movimientos propios de cada uno de los objetos de
acuerdo con los potenciales gravitacionales de cada una de las componentes del sistema general. Para
ello se definen varios sistemas de referencia, con origen en los centros de masa de cada cuerpo y un
sistema global que puede ser el baricentro del conjunto de cuerpos, con respecto a los cuales se calculan
las correspondientes ecuaciones de movimiento, siguiendo me´todos como el presentado en el cap´ıtulo 3.
Una ventaja de la Teor´ıa Newtoniana es que los potenciales gravitacionales que afectan el movimientos
de cada cuerpo esta´n plenamente definidos (salvo alguna condicio´n de frontera) sin importar el com-
portamiento de los elementos del sistema, pues solo dependen de sus distribuciones de masa. Este no
es el caso de la Relatividad General.
Aunque en el cap´ıtulo 3 se plantean las ecuaciones de movimiento generales para cuerpos extendidos a
partir de leyes de conservacio´n, el problema no esta´ plenamente resuelto pues los potenciales gravitacio-
nales, representados en el tensor me´trico, no han sido determinados. De ah´ı que, para lograr completar
el ana´lisis, sea indispensable solucionar las Ecuaciones de campo de Einstein para el sistema de varios
cuerpos. Au´n as´ı, la alta no linealidad de la ecuaciones, representada f´ısicamente por la existencia de
autocampos generados por la estructura de los cuerpos y por su propio movimiento, suscita grandes
dificultades que hacen del presente un problema abierto de la F´ısica.
Sin embargo, se puede llegar a una solucio´n, al menos parcial, si se imponen algunas restricciones
sobre los cuerpos que intervienen en el problema y sus campos gravitacionales. Es as´ı como se han
desarrollado me´todos de aproximacio´n que permiten predecir el comportamiento de los cuerpos de un
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sistema gravitacional con precisiones que se ajustan a las te´cnicas actuales de astrometr´ıa. Tal es el
caso de la aproximacio´n postnewtoniana, la cual es ampliamente utilizada en el presente cap´ıtulo con
el fin de determinar las ecuaciones de movimiento de dos cuerpos extendidos.
5.1. Principios de la Aproximacio´n Postnewtoniana
La aproximacio´n postnewtoniana es una herramienta ba´sica de la Relatividad General , la cual conduce
a la linealizacio´n de las ecuaciones de campo de Einstein, permitiendo, de esta forma, dar solucio´n
al problema del movimiento de los cuerpos por medio de expansiones multipolares de los potenciales
gravitacionales. Fue propuesta inicialmente por Einstein, Droste, de Sitter y Lorentz, ampliamente desa-
rrollada por Fock [14], Anderson, Decanio [55] y Kerlick [56], y recientemente formalizada por Blanchet
y Damour [57].
El me´todo consiste en escribir la me´trica en te´rminos de una expansio´n en potencias de un para´metro
que caracterice el sistema, de tal forma que la desviacio´n respecto al espacio-tiempo plano sea pequen˜a.
Conside´rese un sistema material bajo la restriccio´n de ser de´bilmente autogravitante, con movimiento
lento y de´bilmente esforzado. Entonces, de define ε 1 como el para´metro que caracteriza el sistema,
tal que
ε ≡ sup
[(
φ
c2
)1/2
,
∣∣∣∣T 0iT 00
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ T ijT 00
∣∣∣∣1/2 , r0
λ̂
]
. (5.1)
El primer te´rmino del lado derecho garantiza que el campo gravitacional, representado por el potencial
newtoniano φ, sea de´bil. El segundo, que la velocidad media del sistema, expresada en te´rminos de
la razo´n entre la densidad de corriente de masa y la densidad de masa, sea pequen˜a comparada con
la velocidad de la luz. El tercer te´rmino implica que la energ´ıa asociada a los esfuerzos internos del
sistema es mucho menor a la energ´ıa relacionada con la densidad de masa, lo cual evita la existencia
de altas energ´ıas que puedan generar velocidades considerables. Finalmente, para garantizar que el
campo no diverja lejos del sistema, se limita la regio´n de validez de la aproximacio´n exigiendo que el
taman˜o caracter´ıstico del sistema material r0 sea despreciable con respecto a la longitud de onda de la
radiacio´n gravitacional λ̂ [57, 58]. Esta regio´n se denomina zona cercana. La hipo´tesis de movimiento
lento adquiere valor al relacionar la velocidad caracter´ıstica del sistema con el para´metro ε, haciendo
ε ≡ v/c. En este caso se hace referencia a una expansio´n en potencias inversas de la velocidad de la luz
(adoptando unidades donde v = 1).
Con el fin de realizar una expansio´n adecuada de la me´trica se deben considerar unas condiciones de
frontera adicionales. Debido a la linealizacio´n de las Ecuaciones de campo de Einstein , los potenciales
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gravitacionales satisfara´n una ecuacio´n tipo onda. Para evitar comportamientos divergentes de las so-
luciones, originados de la expansio´n multipolar de la funcio´n de Green asociada a la ecuacio´n de onda,
se exige que las fuentes tengan soporte compacto [57] y que no exista radiacio´n entrante al sistema,
producto de las soluciones retardadas y avanzadas de la ecuacio´n [41]. En la medida en que la emisio´n
de radiacio´n sea omitida, un sistema cla´sico sujeto a fuerzas conservativas es invariante bajo inversio´n
del tiempo. Al tomar t→ −t las componentes temporal y espacial (g00 y gij) se comportan como fun-
ciones pares y la componente mixta (g0i) como una funcio´n impar; por su parte, la velocidad del sistema
cambia de signo. Por lo tanto, para preservar la invarianza de la me´trica bajo inversio´n temporal, se
debe exigir que g00 y gij solo contengan potencias pares de ε y g0i solo contenga potencias impares de
ε.
Teniendo en cuenta las anteriores condiciones, conside´rese un dominio Di = {(ct,x)| |x| = r < r1},
con r1 < r0, el cual contiene el sistema material y donde el campo gravitacional interno satisface la
expansio´n postnewtoniana. Entonces, la me´trica puede ser escrita como
g00 =−1 + (2)g00+(4)g00 + (6)g00 + · · · ,
g0i = (3)g0i + (5)g0i + · · · , (5.2)
gij = δij +(2)gij + (4)gij + · · · ,
donde (n)gµν denota los te´rminos de orden ε
n en la expansio´n. Por inspeccio´n de las Ecuaciones de campo
de Einstein se encuentra que, para que cada orden en la aproximacio´n sea consistente, si se expande g00
hasta un orden εn entonces g0i y gij deben alcanzar o´rdenes de ε
n−1 y εn−2 respectivamente [10, 58].
Las Ecuaciones de campo de Einstein tambie´n exigen que una expansio´n de los campos gravitacionales
demanda una expansio´n semejante de las fuentes, representadas en el tensor de momentum-energ´ıa.
Entonces
T 00 = (0)T
00 + (2)T
00 + · · · ,
T 0i = (1)T
0i + (3)T
0i + · · · ,
T ij = (2)T
ij + (4)T
ij + · · · .
(5.3)
Una expansio´n semejante a (5.2) se plantea para la me´trica inversa y su relacio´n con las componentes
covariantes de la me´trica se determina a partir de gµκgκν = δ
µ
ν . En el caso de la primera aproximacio´n
postnewtoniana solo se tienen en cuenta los o´rdenes para los cuales g00 < O(ε
6).
Asumiendo este tipo de soluciones, resta sustituir las expansiones en las Ecuaciones de campo de Eins-
tein (2.20) e igualar te´rminos del mismo orden en ε con el fin de encontrar una expresio´n para los
campos gravitacionales en te´rminos de las fuentes.
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Es importante tener presente que, de acuerdo con lo sen˜alado en la seccio´n (2.2), esta solucio´n no esta´
completa sin fijar un gauge. Los cuatro grados de libertad que surgen de las ecuaciones de Bianchi pueden
ser restringidos mediante la imposicio´n de una condicio´n sobre las coordenadas. El gauge ma´s utilizado
en la aproximacio´n postnewtoniana es el gauge armo´nico (ape´ndice B), para el cual las coordenadas
cumplen la condicio´n armo´nica dada por
gxµ = 0. (5.4)
De esta forma el gauge armo´nico se reduce a
Γµ = 0, (5.5)
con
Γµ = − 1√−g∂ν
(√−ggµν) . (5.6)
El tensor de Ricci puede se reescrito como [14]
Rµν = −1
2
gκλ∂κλg
µν − Γµν + Γµ,κλΓνκλ, (5.7)
donde
Γµν =
1
2
(
gµλ∂λΓ
ν + gνλ∂λΓ
µ + ∂λg
µνΓλ
)
,
Γµ,κλ = −1
2
(
gλν∂νg
κµ + gκν∂νg
λµ − gµν∂νgκλ
)
.
(5.8)
Entonces, las Ecuaciones de campo de Einstein regidas por el gauge armo´nico toman la forma
− 1
2
ggµν + Γµ,κλΓνκλ = −
8piG
c4
(
Tµν − 1
2
gµνT
)
, (5.9)
donde T = Tµµ, el cual se obtiene al contraer (2.20) con el tensor me´trico, y g es el d’Alambertiano en
espacios curvos, que se reduce a g = gκλ∂κλ bajo el gauge armo´nico. Si el este d’Alambertiano pudiera
ser reducido al d’Alambertiano plano, las Ecuaciones de campo de Einstein se transformar´ıan en una
ecuacio´n tipo onda donde las fuentes representan la distribucio´n de energ´ıa-momentum y la energ´ıa
de los campos gravitacionales, es decir, los te´rminos geome´tricos relacionados con las conexiones pasan
a ser fuentes del otro lado de la ecuacio´n (5.9). Este es uno de los fundamentos de la aproximacio´n
postnewtoniana .
Siguiendo a Fock [14, 57, 58], la primera aproximacio´n postnewtoniana puede simplificarse usando la
suposicio´n de zona cercana, donde ∂0 = O(ε)∂i, para la variacio´n de la me´trica en los pequen˜os te´rminos
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no lineales de la ecuacio´n (5.9) (a primera aproximacio´n postnewtoniana solo se consideran las no
linealidades cuadra´ticas de la componente temporal). Esto quiere decir que, en primera aproximacio´n,
los retardos temporales no son tenidos en cuenta. Entonces, al sustituir las expresiones (5.2) y (5.3) en
(5.9), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para las componentes de la me´trica a
primer orden postnewtoniano,
∇2(2)g00 = −
8piG
c4 (0)
T 00, (5.10)
∇2(2)gij = −
8piG
c4
δij(0)T
00, (5.11)
∇2(3)g0i =
16piG
c4 (1)
T 0i, (5.12)
∇2(4)g00 = ∂20((2)g00) + (2)gij∂ij((2)g00)− ∂i((2)g00)∂i((2)g00)−
8piG
c4
[
(2)T
00 + (2)T
ii − 2(2)g00(0)T 00
]
,
(5.13)
donde ∇2 = δij∂ij es el laplaciano plano y T ii = δijT ij (se suma sobre ı´ndices repetidos sin importar
su posicio´n). Bajo la suposicio´n de un tensor de momentum-energ´ıa cuyas componentes son funciones
con soporte compacto y la condicio´n de frontera correspondiente a una me´trica asinto´ticamente plana,
la solucio´n a la ecuacio´n (5.10) esta´ dada por
(2)g00 = −2φ, (5.14)
con
φ(t,x) = −G
c4
∫
1
|x− x′| (0)T
00(t,x′)d3x′, (5.15)
tal que −c2φ representa el potencial newtoniano. Esto no significa que t en el argumento de φ sea un
para´metro absoluto, pues el potencial se define a partir de una teor´ıa relativista. La ecuaciones (5.11)
y (5.12) son matema´ticamente ide´nticas a (5.10), por lo tanto
(2)gij = −2φδij (5.16)
y
(3)g0i = ζi, (5.17)
donde
ζi(t,x) = −4G
c4
∫
1
|x− x′| (1)T
0i(t,x′)d3x′. (5.18)
Utilizando la identidad
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∇2(φ2) = 2∂iφ∂iφ+ 2φ∇2φ (5.19)
y reemplazando (5.14), (5.16) y (5.10) en la ecuacio´n (5.13), se tiene
∇2(4)g00 = −2∇2(φ2)− 2
[
∂20φ+
8piG
c4
(
(2)T
00 + (2)T
ii
)]
. (5.20)
Entonces, se introduce un nuevo potencial ψ definido por
(4)g00 = −2(φ2 + ψ), (5.21)
el cual debe cumplir
∇2ψ = ∂20φ+
8piG
c4
(
(2)T
00 + (2)T
ii
)
. (5.22)
Suponiendo que este nuevo potencial disminuye ra´pidamente lejos del sistema, se tiene la solucio´n
ψ(t,x) = −
∫
1
|x− x′|
{
1
4pi
∂20φ+
G
c4
[
(2)T
00(t,x′) + (2)T ii(t,x′)
]}
d3x′. (5.23)
Adicionalmente, el potencial escalar φ y el potencial vectorial ζi se relacionan por medio de la condicio´n
gauge (5.5), de tal forma que
4∂0φ+ δ
ij∂iζj = 0. (5.24)
En resumen, la me´trica a primer orden postnewtoniano satisface
ds2 = − [1 + 2ε2φ+ 2ε4(φ2 + ψ)] dt2
ε2
+ 2ε3ζidx
idt
ε
+
[
1− 2ε2φ] δijdxidxj . (5.25)
A partir de las soluciones para los potenciales, se puede considerar la superposicio´n de φ y ψ como
un potencial gravitoele´ctrico que depende de la densidad de masa y de esfuerzos, mientras que ζi
corresponde a un potencial gravitomagne´tico relacionado con las corrientes de materia.
5.1.1. Momentos multipolares de masa y de marea
Teniendo en cuenta que los potenciales gravitacionales postnewtonianos satisfacen ecuaciones lineales, es
u´til revisar las definiciones de los momentos multipolares newtonianos expuestos en la seccio´n 3.1. En el
caso newtoniano, el potencial gravitacional cumple la ecuacio´n de Poisson (3.3), cuya solucio´n esta´ dada
por (3.4) y (3.5), de tal forma que puede ser expresado como la superposicio´n de potenciales internos y
externos (ecuacio´n 3.66). Entonces, en un sistema de referencia general con coordenadas (t, xi), el cual
puede estar acelerado, los momentos multipolares de masa y de marea de cada cuerpo, que representan
las contribuciones debidas al potencial interno y externo respectivamente, pueden definirse como
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nφ(t,x) =
∞∑
l=0
(−1)l+1
l!
nML(t)∂L
1
|x| +
∞∑
l=0
1
l!
nGL(t)x
L. (5.26)
Donde el super´ındice n representa orden newtoniano y L denota el multi-´ındice a1 . . . al o a
1 . . . al [59].
El primer te´rmino se obtiene a partir de una expansio´n de |x− x′| en (3.34), de tal forma que nML(t)
representa el momento multipolar de masa del cuerpo. El segundo te´rmino corresponde a la contribu-
cio´n del potencial externo y a efectos inerciales, tal que nGL(t) es el momento multipolar de marea,
relacionado con un potencial externo que satisface la ecuacio´n de laplace (3.54).
La expansio´n (5.26) puede ser invertida con el fin de obtener las expresiones para los momentos en
te´rminos de integrales de superficie del potencial φ. De esta manera, al considerar que el potencial
cumple la ecuacio´n de poisson en la regio´n que contiene al cuerpo, el momento multipolar de masa
toma la forma de la definicio´n (3.11) con ρ = (0)T
00. Es decir,
nML(t) =
∫
V
(0)T
00(t,x)x〈L〉d3x, (5.27)
donde 〈L〉 representa la operacio´n que simetriza y libera de traza [59]. Por lo tanto, en esta definicio´n se
excluyen los momentos multipolares que no contribuyen en las ecuaciones de movimiento (ver seccio´n
3.1.4). Por su parte, los momentos multipolares de marea quedan determinados por la ecuacio´n (3.69).
Conside´rese ahora la situacio´n correspondiente al primer orden de la aproximacio´n postnewtoniana . Los
potenciales gravitoele´ctrico y gravitomagne´tico cumplen ecuaciones tipo Poisson, por lo tanto, se puede
generalizar la ecuacio´n newtoniana (5.26) para estos potenciales postnewtonianos. De ah´ı se obtiene la
correspondiente generalizacio´n para los momentos multipolares [4, 39, 57]. A partir de las expresiones
(5.16) y (5.17), teniendo en cuenta las ecuaciones de campo (5.10,5.12), los potenciales φ y ζi satisfacen
∇2φ = −8piG
c4 (0)
T 00,
∇2ζi = 16piG
c4 (1)
T 0i.
(5.28)
Entonces, asumiendo la existencia de un sistema de coordenadas local (t, xi), que cumple la ecuacio´n
armo´nica, y que la aproximacio´n postnewtoniana es va´lida en toda la zona cercana, incluyendo al
cuerpo, se tiene [38,39]
φ(t, xi) =
∞∑
l=0
{
(−1)l+1
l!
[nML(t)]∂L
1
|x| +
1
l!
[nGL(t)]x
L
}
, (5.29)
ζj(t, x
i) =
∞∑
l=0
{
(−1)l+1
l!
ZjL(t)∂L
1
|x| +
1
l!
YjL(t)x
L
}
, . (5.30)
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No´tese que los potenciales no tienen ı´ndice n pues esta´n definidos para la primera aproximacio´n post-
newtoniana , la cual se enmarca en la Relatividad General . Los momentos ZiL y YiL pueden expresarse
en te´rminos de lo momentos newtonianos por medio de la relacio´n (5.24), as´ı
Z〈iL〉 =
4
l + 1
nM˙iL, (5.31)
YjjL = −4nG˙L. (5.32)
Donde a˙ significa diferenciacio´n con respecto al tiempo. La ecuacio´n (5.30) no esta´ escrita de manera
irreducible, pues las cantidades ZiL y YiL solo son sime´tricas libres de traza en los ı´ndices L. Sin embargo,
todos los tensores pueden ser representados en te´rminos de tensores sime´tricos libres de traza, ya que
estos representan un conjunto completo. Para tensores que son sime´tricos libres de traza en todos sus
ı´ndices excepto en uno se cumple [4]
TiL = T〈iL〉 +
l − 1
l
ji〈alTmk〈L−2al−1〉mk〉j +
2l − 1
2l + 1
δi〈alTjjL−1〉. (5.33)
Aplicando esta identidad se definen
SL ≡ −1
4
Zjk〈L−1al〉jk,
HL ≡ Yjk〈L−1al〉jk,
νL ≡ Y〈L〉,
µL ≡ ZjjL.
(5.34)
Donde SL, que esta´ relacionado con las corrientes de masa v´ıa el potencial vectorial ζi, se asocia con
los momentos de densidad de momentum. Por lo tanto, el potencial gravitomagne´tico satisface
ζi(t, x
j) =
∞∑
l=0
{
(−1)l+1
l!
[
4
l + 1
nM˙iL(t)− 4l
l + 1
ji〈alSL−1〉j(t) +
2l − 1
2l + 1
δi〈alµL−1〉(t)
]
∂L
1
|x|
− 1
l!
[
νiL(t) +
l
l + 1
ji〈alHL−1〉j(t)−
4(2l − 1)
2l + 1
nG˙〈L−1(t)δal〉i
]
xL
}
. (5.35)
Siguiendo un ana´lisis similar se obtiene una expresio´n para el potencial escalar ψ, la cual esta´ dada
por [39]
ψ(t, xj) =
∞∑
l=0
{
(−1)l+1
l!
[
pnML(t) +
2l + 1
(l + 1)(2l + 3)
µ˙L(t)
]
∂L
1
|x| +
(−1)l+1
l!
nM¨l(t)∂L
|x|
2
− 1
l!
[pnGL(t)− ν˙L(t)]xL − 1
l!
|x|2
2(2l + 3)
nG¨L(t)x
L
}
. (5.36)
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Donde el super´ındice pn representa en primer orden postnewtoniano O(ε2) de los momentos multipola-
res. Una forma alternativa de definir los momentos fue planteada por Damour, Soffel y Xu [38], quienes
plantean integrales ana´logas a (5.27), a saber
SL =
∫
V
jk〈alxL−1〉jnT 0kd3x (5.37)
y
pnML =
∫
V
{[
(2)T
00 + (2)T
jj +
xjxj
2(2l + 3)
∂00[(0)T
00]
]
x〈L〉 − 4(2l + 1)
(l + 1)(2l + 3)
∂0[(1)T
0i]x〈jL〉
}
d3x.
(5.38)
Como se mostro´ en la seccio´n (3.1.4), una vez se han definido adecuadamente los momentos multipolares,
es posible hallar las ecuaciones de movimiento de los cuerpos a partir de su variacio´n.
5.2. Leyes de movimiento en aproximacio´n postnewtoniana
En la seccio´n (3.2) se planteo´ un me´todo general para calcular las ecuaciones de movimiento para un
cuerpo extendido sin acudir a ningu´n tipo de aproximacio´n sobre el espacio-tiempo. El procedimien-
to partio´ de considerar el segundo postulado de la Relatividad General para definir un funcional de
momentum generalizado cuya variacio´n a lo largo de una l´ınea de mundo proporciona un sistema de
ecuaciones diferenciales que determinan el movimiento traslacional y rotacional del cuerpo. Un paso
directo a la aproximacio´n postnewtoniana desde esta teor´ıa general es au´n tema de estudio en la f´ısica y
no es el objetivo del presente trabajo, pero algunos avances han sido realizados considerando teor´ıa de
perturbaciones para definir la me´trica [35]. Sin embargo, existe un me´todo ana´logo, descrito por Landau-
Lifshitz [6], que parte de leyes de conservacio´n para definir un momentum generalizado en te´rminos de
las fuentes de materia y de la energ´ıa gravitacional generada por el cuerpo y por su campo gravitacional.
En la formulacio´n de Landau y Lifshitz (en lo que sigue denotada LL) de la Ecuaciones de campo de
Einstein las variables principales no son las componentes del tensor me´trico gµν sino la densidad me´trica
gµν , denominada “me´trica inversa go´tica”, la cual esta´ dada por
gµν :=
√−ggµν , (5.39)
donde g = det(gµν) es el determinante del tensor me´trico. Una vez se conoce g
µν las componentes del
tensor me´trico quedan automa´ticamente determinadas pues det(gµν) = g.
El me´todo consiste en fijar un sistema de coordenadas xµ = (t, xj) en el cual las Ecuaciones de campo de
Einstein se pueden escribir un una forma que involucra pseudotensores y derivadas parciales. Conside´rese
una densidad tensorial Hµναβ dada por
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Hµναβ = gµνgαβ − gµαgνβ , (5.40)
la cual cumple las mismas relaciones de simetr´ıa del tensor de Riemann (2.11). Las Ecuaciones de campo
de Einstein toman la forma [60]
∂αβHµναβ = 16piG
c4
(−g) (Tµν + tµνLL) , (5.41)
donde tLL es el pseudotensor de Landau-Lifshitz dado por
tµνLL =
c4
16piG
[(
gµαgνβ − gµνgαβ
)(
2ΓραβΓ
σ
ρσ − ΓρασΓσβρ − ΓραρΓσβσ
)
+ gµαgβρ
(
ΓνασΓ
σ
βρ + Γ
ν
βρΓ
σ
ασ − ΓνρσΓσαβ − ΓναβΓσρσ
)
+ gναgβρ
(
ΓµασΓ
σ
βρ + Γ
µ
βρΓ
σ
ασ − ΓµρσΓσαβ − ΓµαβΓσρσ
)
+ gαβgρσ
(
ΓµαρΓ
ν
βσ − ΓµαβΓνρσ
)]
,
(5.42)
el cual representa la distribucio´n de energ´ıa del campo gravitacional. De las relaciones de simetr´ıa de
Hµναβ se tiene
∂αβνHµναβ = 0, (5.43)
lo que implica
∂ν
[
(−g) (Tµν + tµνLL)] = 0. (5.44)
Estas corresponden a ecuaciones de conservacio´n para el “tensor total” de energ´ıa-momentum, el cual
involucra una contribucio´n de materia y otra del campo gravitacional, expresadas en te´rminos de la
derivada parcial. La ecuacio´n (5.44) es estrictamente equivalente a la expresio´n usual de conservacio´n
para el tensor energ´ıa-momentum (2.15), en virtud de la definicio´n de tµνLL [60].
Debido a que la ecuacio´n (5.44) compromete el operador derivada parcial, la identidad diferencial se
puede transformar en identidades integrales por el teorema de Gauss. Entonces, en una hipersuperficie
de constante t dentro del dominio fijo de coordenadas, se considera una regio´n tridimensional V cuya
topolog´ıa es la del interior de una esfe´rica y cuya frontera Σt tiene tambie´n topolog´ıa esfe´rica. Se asume
que V contiene materia, pero el tensor de energ´ıa-momentum se anula en la frontera Σt. Se define
formalmente el vector momentum Pµ[V ] asociado con el volumen V , como
Pµ[V ] :=
1
c
∫
V
(−g)
(
Tµ0 + tµ0LL
)
d3x. (5.45)
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En un espacio-tiempo plano y en coordenadas cartesianas, esta cantidad se interpreta como el vector
momentum total asociado con Tµν . En espacio-tiempo curvo y en cualquier sistema de coordenadas
esta cantidad no tiene un significado f´ısico ma´s alla´ del que le da el l´ımite plano. Adicionalmente, a
diferencia de su contraparte general en (3.122), este momentum no es un invariante. Sin embargo, es
u´til para calcular las ecuaciones de movimiento. Sustituyendo (5.40) en (5.45) se tiene
Pµ[V ] =
c3
16piG
∫
V
∂αβHµ0αβd3x. (5.46)
Al sumar sobre α y aplicando nuevamente la definicio´n de Hµναβ , se tiene
Pµ[V ] =
c3
16piG
∫
V
∂i
(
∂βHµ0iβ
)
d3x. (5.47)
En virtud del teorema de Gauss
P iΣ(t) =
c3
16piG
∮
Σt
∂βHi0jβdΣj , (5.48)
donde dΣj es el elemento de superficie determinado por la me´trica plana δijdx
idxj . Asumiendo que Σt
no se mueve en la grilla coordenada [60], la razo´n de cambio del vector momentum esta´ dada por
P˙ iΣ(t) =
c3
16piG
∮
Σt
∂β0Hi0jβdΣj . (5.49)
Aplicando las relaciones de simetr´ıa y teniendo en cuenta que el tensor momentum-energ´ıa se anula en
la frontera, se tiene
P˙ iΣ = −
1
c
∮
Σt
(−g)tijLLdΣj . (5.50)
De forma similar al programa seguido en el cap´ıtulo (3), el me´todo de la integral de superficie consiste
en calcular ambos lados de la ecuacio´n (5.50) expl´ıcitamente. Para esto se evalu´a la integral partiendo de
la definicio´n de tµνLL y sustituyendo los potenciales gravitacionales postnewtonianos. El lado izquierdo de
la ecuacio´n se calcula desarrollando la integral en (5.48) y tomando la derivada temporal del resultado.
Entonces, al realizar este desarrollo junto con (5.29), (5.35) y (5.36), se obtienen las ecuaciones ana´logas
a (3.18), (3.71) y (3.77) a primer orden postnewtoniano [39], a saber
pnM˙ = −
∞∑
l=0
1
l!
[
(l + 1)[nML][
nG˙L] + l[
nM˙L][
nGL]
]
, (5.51)
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pnM¨i =
∞∑
l=0
1
l!
[pn
ML
nGiL +
nML
pnGiL +
l
l + 1
SLHiL +
1
l + 2
ijk
nMjLH˙kL +
1
l + 1
ijk
nM˙jLHkL
− 4(l + 1)
(l + 2)2
ijkSjL
nG˙kL − 4
l + 2
ijkS˙jL
nGkL − 2l
3 + 7l2 + 15l + 6
(l + 1)(2l + 3)
nMiL
nG¨L
− 2l
3 + 5l2 + 12l + 5
(l + 1)2
nM˙iL
nG˙L − l
2 + l + 4
l + 1
nM¨iL
nGL
]
, (5.52)
y
S˙i =
∞∑
l=0
1
l!
ijk
nMjL
nGkL. (5.53)
Estas constituyen las leyes de movimiento [38] para un cuerpo extendido a primera aproximacio´n post-
newtoniana. La ecuacio´n (5.51) revela una dependencia de la masa de un acoplamiento entre la estruc-
tura del cuerpo, representada en los momentos de masa, y los potenciales externos, representados en
los momentos de marea, la cual no se presenta a orden newtoniano. Por otro lado, la ecuacio´n (5.52)
muestra que la variacio´n de los momentos de masa y, por tanto, el movimiento traslacional del cuerpo,
depende no solo de la estructura del cuerpo y de los potenciales externos, como en el caso newtoniano,
sino tambie´n de las corrientes de materia, representadas en el potencial gravitomagne´tico HiL.
5.2.1. Sistemas de coordenadas y ecuaciones de movimiento
En Relatividad General la expansio´n multipolar es, desde el punto de vista de la metodolog´ıa, similar a
la descomposicio´n multipolar newtoniana. Sin embargo, debido a la no linealidad de las Ecuaciones de
campo de Einstein la definicio´n de los momentos multipolares relativistas es mucho ma´s compleja que
en el la teor´ıa gravitacional de Newton. Adicionalmente, la libertad gauge que existe en la Relatividad
General indica que cualquier descomposicio´n multipolar de los campos gravitacionales dependera´ de las
coordenadas.
Aunque en aproximacio´n postnewtoniana se fija el gauge armo´nico, pueden existir muchos sistemas de
coordenadas que cumplan la ecuacio´n (5.4). Entonces, la me´trica (5.25) alberga una libertad coordenada
residual [61]. Esta libertad residual tambie´n se presenta en el caso newtoniano y esta´ relacionada con
la existencia de muchas soluciones de la ecuacio´n de poisson, bajo la condicio´n de frontera (3.4). En ese
contexto, las nuevas soluciones son la solucio´n esta´ndar (3.5) junto con una transformacio´n a sistemas
acelerados [39]. En general, el sistema de referencia escogido corresponde a un observador que se traslada
aceleradamente con el cuerpo y cuyo sistema de coordenadas tiene su or´ıgen en el centro de masa y sus
ejes se mantienen fijos (sin rotacio´n). Esto fija unos momentos multipolares particulares para los cuales
el momento dipolar se anula, obteniendo de esta manera las ecuaciones de movimiento. Similarmente,
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en el contexto postnewtoniano, las soluciones adicionales a la ecuaciones tipo poisson corresponden a la
solucio´n original transformada a sistemas de referencia con ciertas diferencias con respecto al sistema de
referencia esta´ndar, como aceleracio´n y rotacio´n. Entonces, para solucionar el problema del movimiento,
se deben construir sistemas de coordenadas adaptado a cada cuerpo. En el caso del presente cap´ıtulo se
tendra´n tres sistemas de coordenadas, dos que cubran los eventos en cercan´ıas de cada cuerpo y uno glo-
bal que cubra la zona cercana del sistema binario, donde se cumplen las leyes de movimiento planteadas.
Las consideraciones para dar solucio´n a la libertad de coordenadas residual son las siguientes. Se asume
la existencia de tres sistemas de coordenadas (t, xi) y (t¯A, x¯
i
A), con A = 1, 2, cada uno de los cuales
cumple la condicio´n armo´nica. Adicionalmente, los sistemas de coordenadas esta´n definidos tal que
la me´trica admite una expansio´n de la forma (5.25). Racine y Flanagan en [39] demuestran que la
transformacio´n entre dos sistemas de coordenadas armo´nicos en los cuales la me´trica esta´ dada por la
primera aproximacio´n postnewtoniana pueden escribirse como
xi(t¯, x¯) = x¯i + zi(t¯) + ε2
{[
1
2
z˙mz˙k(t¯)δmkδij − α˙(t¯)δij + ijkRk(t¯) + 1
2
z˙ij(t¯)
]
x¯i
+
[
1
2
z¨i(t¯)δjk − z¨k(t¯)δij
]
x¯j x¯k
}
+O(ε4) (5.54)
t(t¯, x¯i) = t¯+ ε2
[
α(t¯) + z˙j(t¯)x¯j
]
+ ε4
[
β(t¯, x¯) +
1
6
α¨(t¯)x¯ix¯jδij +
1
10
...
z i(t¯)x¯j x¯mx¯kδijδmk
]
+O(ε6). (5.55)
En las ecuaciones (5.54,5.55) zi(t¯) proporciona la traslacio´n dependiente del tiempo entre coordenadas
espaciales y esta´ definido a primer orden postnewtoniano. A orden newtoniano se encuentran (a) la
funcio´n α(t¯) que gobierna la normalizacio´n de la coordenada temporal a orden O(ε2), (b) el vector
rotacio´n Ri(t¯) y (c) β(t¯, x¯) que gobierna la normalizacio´n de la coordenada temporal a orden O(ε
4) y
cumple ∇2β = 0, para preservar la condicio´n armo´nica [38].
En el tratamiento de dos cuerpos se hace uso del sistema de coordenadas global (t, xi) y de un siste-
ma de coordenadas (t¯A, x¯
i
A) adaptado a cada cuerpo, para cada cuerpo. Las coordenadas globales son
utilizadas para calcular el movimiento traslacional de los cuerpo, mientra´s que las coordenadas locales
permiten describir el movimiento local de cada cuerpo y definir sus momentos multipolares de masa y
de marea.
De la misma forma como se hizo en el caso newtoniano, con el fin de definir un´ıvocamente los momentos
multipolares se debe fijar la libertad gauge en el sistema de coordenadas (t¯A, x¯
i
A) [61]. Esto se logra
imponiendo las siguientes condiciones
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M iA(t¯A) = 0, (5.56)
RiA(t¯A) = 0, (5.57)
GA(t¯A) = µA(t¯A) = 0, (5.58)
µLA(t¯A) = ν
L
A(t¯A) = 0, l ≥ 1. (5.59)
La ecuacio´n (5.56) fija el momento dipolar de masa a cero situando el centro de masa-energ´ıa en el
or´ıgen espacial del sistema de coordenadas x¯i = 0. La expresio´n (5.57) asocia la orientacio´n de los ejes
espaciales del sistema local con los del sistema global. Esto garantiza que los ejes espaciales no rotan
en el espacio ni dina´mica ni cinema´ticamente. Los ejes espaciales se dicen cinema´ticamente no rotantes
si su orientacio´n se mantiene fija con respecto a un sistema de coordenadas Minkowskiano definido
en el pasado infinito a distancias infinitas del sistema de cuerpos. En el sistema solar su realizacio´n
corresponde a un conjunto de qua´sares de referencia. Por su parte, los sistemas de coordenadas dina´mi-
camente no rotantes se definen bajo la condicio´n de que las ecuaciones de movimiento de las part´ıculas
de prueba que se mueven con respecto a estas coordenadas no contienen te´rminos inerciales asociados
con la rotacio´n [62]. La ecuacio´n (5.58) asegura que la coordenada temporal t¯A mida el tiempo propio
de un observador en ca´ıda libre en x¯i = 0, el cual sustituye al cuerpo extendido. Finalmente, tanto
µL como νL son momentos de gauge [39], los cuales siempre pueden ser anulados por medio de una
transformacio´n de coordenadas.
Con el fin de hallar las ecuaciones de movimiento de los cuerpos se deben definir los momentos mul-
tipolares en el sistema de coordenadas global para poder relacionarlos con los momentos del sistema
local por medio de la transformacio´n de coordenadas (5.54,5.55). Se denotan los momentos multipolares
del cuerpo A en el sistema global como nMg,AL (t),
pnMg,AL (t), S
g,A
L (t) y µ
g,A
L (t), y se definen como los
momentos alrededor de la l´ınea de mundo centro de masa (a orden newtoniano) x = zA(t). Usando
estos momentos multipolares, se pueden escribir los potenciales en el sistema global como [39]
φg(t, xi) =
∞∑
l=0
(−1)l+1
l!
{
nMg,1L (t)∂L
1
|x− z1(t)| +
(−1)l+1
l!
nMg,2L (t)∂L
1
|x− z2(t)|
}
, (5.60)
ζgj (t, x
i) =
∞∑
l=0
(−1)l+1
l!
{
Zg,1jL (t)∂L
1
|x− z1(t)| + Z
g,2
jL (t)∂L
1
|x− z2(t)|
}
(5.61)
y
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ψ(t, xj) =
∞∑
l=0
{
(−1)l+1
l!
[
pnMg,1L (t)∂L
1
|x− z1(t)| +
pnMg,2L (t)∂L
1
|x− z2(t)|
]
+
2l + 1
(l + 1)(2l + 3)
[
µ˙g,1L (t)∂L
1
|x− z1(t)| + µ˙
g,2
L (t)∂L
1
|x− z2(t)|
]
+
(−1)l+1
l!
[
nM¨g,1L (t)∂L
|x− z1(t)|
2
+ nM¨g,2L (t)∂L
|x− z2(t)|
2
]}
(5.62)
Donde
Zg,AiL =
4
l + 1
nM˙g,AiL −
4l
l + 1
ji〈alS
g,A
L−1〉j +
2l − 1
2l + 1
δi〈alµ
g,A
L−1〉 + 4z˙
A
〈i
nMg,AL〉 . (5.63)
Las expansiones toman la forma de una superposicio´n lineal debido a la linealizacio´n de la Ecuaciones
de campo de Einstein . Adicionalmente, no hay te´rminos de marea en las coordenadas globales pues se
supone que el sistema es aislado.
Para expresar los momentos en el sistema global en te´rminos de los momentos en el sistema local se sus-
tituyen las expansiones de los potenciales del sistema local (5.29,5.35,5.36) y los potenciales del sistema
global (5.60-5.62), segu´n la transformacio´n de coordenadas (5.54-5.55), en la ley de transformacio´n de
coordenadas para la me´trica
gAµν =
∂xα
∂x¯µ
∂xβ
∂x¯ν
gαβ, (5.64)
usando la me´trica (5.25) escrita en te´rminos de los potenciales correspondientes a cada sistema de coor-
denadas. Igualando los coeficientes de las expansiones multipolares resultantes se obtiene la transforma-
cio´n de los momentos. Fijando los momentos multipolares con las condiciones (5.56-5.59) se obtiene [61]
Mg,AL = M
A
L + ε
2
[(
1
2
v2A − (l + 1)Gg,A
)
MAL −
2l2 + 5l − 5
(l + 1)(2l + 3)
vjAM˙
A
jL −
2l3 + 7l2 + 16l + 7
(l + 1)(2l + 3)
v˙jAM
A
jL
− 2l
2 + 17l − 8
2(2l + 1)
vjAv
〈al
A M
L−1〉j
A +
4l
l + 1
vjA
jk〈alSL−1〉k
]
+O(ε4), (5.65)
Zg,AiL =
4
l + 1
M˙AiL + 4v
i
AM
A
L −
4(2l − 1)
2l + 1
vjAM
j〈L−1
A δ
al〉i − 4l
l + 1
ij〈alSL−1〉j +O(ε2). (5.66)
Donde viA = z˙
i
A y v˙
i
A puede ser reemplazado por (3.72).
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Finalmente, la ecuacio´n de movimiento se obtiene siguiendo un procedimiento similar al propuesto
en (3.71-3.72). Debido a la condicio´n gauge (5.56), que fija la nulidad del momento dipolar de masa,
la ecuacio´n (5.52) se iguala a cero. Esto proporciona la ecuacio´n para la aceleracio´n correspondiente
a la l´ınea de mundo centro de masa de cada cuerpo en el sistema global a primera aproximacio´n
postnewtoniana [61]. Entonces, el resultado de aplicar la metodolog´ıa presentada en el cap´ıtulo (3),
conduce a una ecuacio´n de movimiento que, a primer orden en la expansio´n multipolar (l = 0), esta´
dada por
MAz¨
A
i = MAF
g,A +
∞∑
l=2
1
l!
MALG
A
L + ε
2
[
nMApnGAi − ijkSAj nG˙Ak − 2ijkS˙Aj nGAk + Y˙ g,Ai − vjAY g,Aji
+ (2v2A −Gg,a)Gg,Ai −
1
2
viAv
j
AG
g,A
j − (v2A + 3Gg,a)z¨Ai −
1
2
viAv
j
Az¨
j
A − 3G˙g,AviA
]
+O(ε4), (5.67)
con
F g,A =
∞∑
l=0
(−1)l
l!
[
Ng,BL ∂L
1
|zA − zB| +
ε2
2
P g,BL ∂
A
L |zA − zB|
]
, (5.68)
donde
Ng,AL = M
g,A
L +
ε2
(2l + 3)
[
v2AM
A
L + 2v
j
AM˙
A
jL + 2lv
jv〈alML−1〉jA + z¨
j
AM
A
jL
]
+O(ε4),
P g,AL = M¨
A
L + 2lv
〈al
A M˙
L−1〉
A + lz¨
〈al
A M
L−1〉
A + l(l − 1)v〈a1A val−1A ML−2〉A +O(ε2).
(5.69)
Este tipo de ecuaciones han sido utilizadas ampliamente en la literatura y adoptadas en las resoluciones
de la Unio´n Astrono´mica Internacional [63]. Detalles expl´ıcitos son encontrados en [4, 39,61].
CAP´ITULO 6
Conclusiones
En esta tesis se ha realizado el estudio completo de una metodolog´ıa general que conduce a las ecuacio-
nes de movimiento de cuerpos extendidos bajo la influencia de campos gravitacionales en Relatividad
General. El problema principal radica en co´mo la estructura de un cuerpo puede afectar la forma en que
este se mueve. Ya en la teor´ıa de la gravedad de Newton se encuentra que la estructura de los cuerpos
extendidos influye directamente en su movimiento traslacional y rotacional. En el cap´ıtulo (3) las ecua-
ciones (3.110) y (3.112) dan cuenta de estas contribuciones, que dependen de un acoplamiento entre los
momentos multipolares de masa de cada cuerpo y los potenciales gravitacionales externos. Bajo la su-
posicio´n de que los campos var´ıan lentamente sobre los cuerpos, se encuentra que estos efectos sufren un
enmascaramiento de forma que pueden ser estudiados como pequen˜as correcciones a un movimiento de
tipo part´ıcula puntual [28]. Sin embargo, aunque esta suposicio´n es necesaria para desarrollar las expan-
siones multipolares, no es conveniente despreciar estas contribuciones en el ana´lisis del problema, pues
un intento por realizar aproximaciones prematuras puede conducir a inconsistencias entre la teor´ıa y la
observacio´n que podr´ıan no estar relacionadas con los fundamentos teo´ricos sino con la me´todolog´ıa [48].
El caso relativista es bastante ma´s complicado que el newtoniano. Por un lado, mientras que en la
meca´nica newtoniana las ecuaciones para los potenciales son l´ıneales, en Relatividad General las ecua-
ciones son altamente no lineales, lo cual esta´ relacionado con que cualquier tipo de energ´ıa es fuente de
gravedad. Debido a esto, la influencia de la estructura del cuerpo sobre su dina´mica no solo depende
de la forma en que se distribuye la materia en su interior sino tambie´n de las fuerzas internas y de
la misma forma como se mueve. Por otro lado, es claro que en la teor´ıa de Newton los cuerpos se
mueven en un espacio preexistente mientras que en Relatividad la distribucio´n de materia-energ´ıa no
puede desligarse de la estructura del espacio-tiempo. Una forma aproximada de dar solucio´n a estos
problemas es considerar la aproximacio´n postnewtoniana para linealizar las Ecuaciones de campo de
Einstein . Sin embargo, su campo de accio´n es limitado y puede dar lugar a malinterpretaciones. Es por
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esto que los primeros cap´ıtulos tratan el problema de forma general.
Una geometrizacio´n de la ter´ıa newtoniana es indispensable para tratar el problema relativista, y la
metodolog´ıa siguida en ese caso es la misma a lo largo de todo el trabajo. En el cap´ıtulo (3) se parte de
leyes de conservacio´n, las cuales estan relacionadas con las simetrias del espacio, y a partir de ellas se
definio´ el momentum lineal y el momentum angular, los cuales dependen de la distribucio´n de materia
y de los campos gravitacionales representados en la funcio´n de mundo [2]. Las ecuaciones generales de
movimiento, que determinan la evolucio´n de los momentos, se muestran en (3.134) y (3.135). La fuerza
y el torque representan contribuciones de o´rdenes superiores a los cuadrupolares y se relacionan con la
variacio´n de la masa. Estos se obtienen a partir de la expansio´n multipolar realizada alrededor de la
l´ınea de mundo centro de masa y se presentan en (3.210) y (3.211).
Una aplicacio´n directa del me´todo general es el movimiento de una particula de prueba con estructura
multipolar en un espacio-tiempo esta´tico e isotro´pico. A partir del me´todo planteado por Dixon [1] se
generalizaron las ecuaciones de movimiento de Papapetrou [3], teniendo en cuenta la contribucio´n de
la estructura del cuerpo (ecuaciones 4.4, 4.7 y 4.10) y se planteo´ una masa efectiva con un te´rmino
energe´tico adicional que no se encuentra en el tratamiento cla´sico (ecuacio´n 4.8). Bajo dos condiciones
suplementarias de esp´ın, se obtienen las ecuaciones de movimiento en coordenadas isotro´picas (4.24,
4.26, 4.27 y 4.32) y (4.41 y 4.42), las cuales se constituyen en un aporte del trabajo. En ambos casos,
los te´minos encontrados en estas ecuaciones de movimiento muestran la contribucio´n de te´rminos neta-
mente relativistas sin ana´logo newtoniano, como es el caso de acoplamientos esp´ın-o´rbita y conexiones
entre los momentos y la curvatura del espacio-tiempo.
En el cap´ıtulo (5) se presenta una solucio´n al problema del movimiento de dos cuerpos en aproximacio´n
postnewtoniana . Aunque se sigue el mismo me´todo descrito en el cap´ıtulo (3), las definiciones de los
momentos multipolares son distintas pues responden a elecciones particulares de cartas coordenadas
y no se relacionan con la definicio´n de centro de masa propuesta en (3.150). Sin embargo, se sigue
el mismo programa newtoniano al encontrar leyes de movimiento para los momentos y, a partir de la
transformacio´n de coordenadas postnewtoniana, se deducen las ecuaciones de movimiento (5.67).
APE´NDICE A
Coordenadas normales de Riemann y la extensio´n tensorial de la me´trica
A.1. Te´trada sobre una geode´sica
Sobre una geode´sica γ que une dos puntos de la variedad, x y z, se introduce una base ortonormal eµa (z)
que es paralelamente transportada sobre la geode´sica. Los ı´ndices a, b, c, . . . van de 0 a 3 y etiquetan
los vectores de la base ortonormal, mientras que los ı´ndices griegos son los usuales que denotan a eµ
como un vector [11]. Los vectores de la base ortonormal satisfacen
gµνe
µ
a e
ν
b = ηab
ηabeµa e
ν
b = g
µν .
(A.1)
Puesto que la base es transportada paralelamente a lo largo de la geode´sica γ parametrizada por u, se
tiene
δeµa
δu
= 0. (A.2)
La te´trada dual definida por eaµ ≡ ηabgµνeνb, tambie´n es transportada en γ y satisface
gµν = ηabe
a
µe
b
ν . (A.3)
Entonces
eaµe
µ
b = δ
a
b y e
a
νe
µ
a = δ
µ
ν . (A.4)
Cualquier vector Aµ(z) sobre γ puede ser descompuesto en la base ortonormal por medio de [23]
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Aµ = Aaeµa , A
a = Aµeaµ. (A.5)
Por tanto, si Aµ es transportado paralelamente en γ, sus componentes en la base ortonormal Aa son
constantes, pues de (A.2) se tiene
δAµ
δu
=
δAa
δu
eµa . (A.6)
Entonces el vector en x puede ser expresado como
Aµ = Aνeaνe
µ
a o A
µ(x) = gµν(x, z)A
ν(z), (A.7)
donde gµν(x, z) ≡ eaνeµa , es el propagador paralelo que toma un vector en z y lo transporta paralelamente
a x a lo largo de la u´nica geode´sica que une los puntos.
A.2. Coordenadas normales de Riemann
Las coordenadas normales de Riemann definidas en un punto p de la variedad se constituyen en una
carta coordenada en la vecindad del punto, las cuales tienen la propiedad de transformar las geode´sicas
que pasan a trave´s del punto p en rectas que pasan a trave´s del or´ıgen de Rn, por lo cual las componentes
de las conexiones se anulan en p. Esto hace que estas coordenadas sean bastante u´tiles para realizar
ca´lculos en vecindades muy cercanas al punto.
Conside´rense los puntos p1(z) y p2(x) unido por una u´nica geode´sica. En p1 el vector tangente k a esta
geode´sica puede ser escrito como una combinacio´n lineal de la base,
kα = kaeαa . (A.8)
Se definen las coordenadas por xˆa(x) = ka. Es decir, xˆa(x) son las componentes del vector tangente k en
p1, con respecto a la base normalizada, el cual se asigna a p2 por medio de un mapeo exponencial expp1 .
Estas coordenadas, construidas de esta manera, corresponde a las coordenadas normales de Riemann
en el punto p1.
Debido a que el vector tangente esta´ dado por la primera derivada covariante de la funcio´n de mundo
(2.34), se tiene
xˆa = −Ωα(z, x)eaα, (A.9)
con eaα la te´trada dual en z. Entonces, estas coordenadas cumplen
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ηabxˆ
axˆb = ηabe
a
αe
b
βΩ
αΩβ
= gαβΩ
αΩβ
= 2Ω(z, x).
(A.10)
Entonces ηabxˆ
axˆb es el cuadrado de la distancia geode´sica entre x y el punto base z. Como z esta´ en el
or´ıgen de las coordenadas xˆa(z) = 0.
A partir de la ecuacio´n (A.9) se tiene que las transformacio´n de coordenadas, a partir de estas coorde-
nadas normales de Riemann, esta´n determinadas por
∂xˆa
∂xβ
= −eaαΩαβ. (A.11)
A.3. Extensio´n tensorial de la me´trica
Conside´rese una te´trada ortonormal eµA(x) en un punto particular z. En coordenadas normales de
Riemann con origen en z, un punto cercano arbitrario x esta asociado con las coordenadas
XA(z, x) = −eAα (z)Ωα(z, x). (A.12)
Derivando la ecuacio´n con respecto a x
∇κXA = −eAαΩακ. (A.13)
Sea la me´trica gκλ(x) en x, entonces la transformacio´n a coordenadas normales de Riemann esta´ dada
por
GAB =
∂xκ
∂XA
∂xλ
∂XB
gκλ(x). (A.14)
Al sustituir (A.11) en (A.14), se tiene que la me´trica en estas coordenadas se puede escribir en te´rminos
de los campos tensoriales de dos puntos (2.60), como sigue
GAB(z, x) = e
α
Ae
β
BH
κ
α(z, x)H
λ
β(z, x)gκλ(x). (A.15)
Reescribiendo
G˜AB
(
z,XC(z, x)
)
= GAB(z, x), (A.16)
se tiene que la expansio´n en serie de Taylor a orden N-e´simo de GAB alrededor de z es
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GAB(z, x) =
∞∑
n=0
1
n!
XC1 · · ·XCn
[
∂nG˜AB
∂XC1 · · · ∂XCn
]
(z,0)
. (A.17)
Los coeficientes de esta expansio´n se definen por
gαβ,γ1...γn(z) =
[
eAαe
B
β e
C1
γ1 · · · eCnγn
(
∂nG˜AB
∂XC1 · · · ∂XCn
)]
(z,0)
, (A.18)
los cuales con independientes de la te´trada. Estos coeficientes se denominan tensores normales me´tricos
y el proceso general por el cual se definen campos tensoriales por medio de coeficientes en una serie de
Taylor en coordenadas normales de Riemann se conoce somo extensio´n. Entonces gαβ,γ1...γn se denomina
extensio´n n-e´sima de la me´trica.
Aplicando eAγ e
B
δ Ω
γ
νΩδσ a la ecuacio´n (A.15), se tiene
eAγ e
B
δ Ω
γ
νΩ
δ
σGAB(z, x) = δ
κ
ν δ
λ
σgκλ(x), (A.19)
entonces (A.17) puede reescribirse como
gκλ(x) = e
A
αe
B
β Ω
α
κΩ
β
λ
∞∑
n=0
1
n!
XC1 · · ·XCn
[
∂nG˜AB
∂XC1 · · · ∂XCn
]
(z,0)
. (A.20)
Sustituyendo (A.12) en (A.20) se tiene, finalmente, una expansio´n para la me´trica en te´rminos de los
vectores tangenciales a la l´ınea de mundo γ y de la n-e´sima extensio´n de la me´trica, alrededor de z ∈ γ,
a saber
gκλ(x) = Ω
α
κΩ
β
λ
∞∑
n=0
(−1)n
n!
Ωγ1 · · ·Ωγngαβ,γ1...γn(z). (A.21)
APE´NDICE B
El gauge armo´nico
Se ha planteado la ambigu¨edad en la solucio´n a las Ecuaciones de campo de Einstein , producto de las
identidades de Bianchi, la cual conduce a la existencia de cuatro grados de libertad que permiten fijar
un gauge adecuado para dar solucio´n al problema estudiado.
En la aproximacio´n postnewtoniana el gauge ma´s utilizado es el gauge armo´nico. A partir de este se
imponen cuatro condiciones coordenadas que sumadas a las seis ecuaciones independientes de campo
determinan una solucio´n u´nica. Con el fin de deducir este gauge conside´rese la divergencia de un
cuadrivector V ν
∇νV ν = ∂νV ν + ΓνανV α, (B.1)
donde
Γναν =
1
2
gµν (∂αgµν + ∂νgµα − ∂µgαν) . (B.2)
A partir de la identidad
gµν∂µgαν = g
µν∂νgαµ, (B.3)
se tiene
Γναν =
1
2
gµν∂αgµν . (B.4)
Sabiendo que gµν son los elementos de la matriz inversa de gµν , entonces estos pueden ser expresados
en te´rminos de la matriz de cofactores ∆µν y del determinante g = det(gµν), por medio de
94
95
gµν =
∆µν
g
. (B.5)
A partir de (B.5) se deduce que el determinante puede ser escrito en te´rminos de la matriz de cofactores
de la siguiente forma
g = gµν∆
µν , (B.6)
para cualquier µ fijo (solo en este caso no se aplica sumatoria de Einstein sobre ı´ndice repetido). Por
lo tanto
∂g
∂gµν
= ∆µν . (B.7)
Sustituyendo (B.7) en (B.5) se obtiene que
gµν =
1
g
∂g
∂gµν
, (B.8)
de tal forma que la contraccio´n de la conexio´n (B.4) queda determinada por el determinante de la
me´trica, por medio de
Γναν = ∂α
(
ln
√−g) . (B.9)
Luego, la divergencia del cuadrivector V ν toma la forma
∇νV ν = ∂νV ν +
(
∂ν ln
√−g)V ν
=
1√−g∂ν
(√−gV ν) . (B.10)
Supo´ngase, ahora, que V ν es el gradiente de algu´n escalar ϕ, entonces
V ν = gµν∇µϕ. (B.11)
De (B.11) y (B.10) se tiene que la divergencia del cuadrivector V ν es, por lo tanto, el invariante
gϕ =
1√−g∂ν
(√−ggµν∂µϕ) . (B.12)
Por otro lado, aplicando la definicio´n de la derivada covariante, el d’Alambertiano puede escribirse como
gϕ = gµν∂µνϕ− Γα∂αϕ, (B.13)
donde Γα = gµνΓαµν . Debido a que tanto (B.12) como (B.13) proporcionan la divergencia del mismo
vector, estas ecuaciones deben ser ide´nticas. Entonces
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1√−g∂ν
(√−ggµν∂µϕ) = gµν∂µνϕ− Γα∂αϕ, (B.14)
luego
gµν∂µνϕ+
1√−g∂ν
(√−ggµν) ∂µϕ = gµν∂µνϕ− Γα∂αϕ. (B.15)
Se sigue que los coeficientes de las segundas derivadas de ϕ deben ser los mismos, entonces al igualar
los coeficientes de las primeras derivadas se obtiene la identidad
Γα = − 1√−g∂ν
(√−ggαν) (B.16)
Se puede notar que un sistema de coordenadas en el cual x0 y xi son cuatro soluciones de la ecuacio´n
armo´nica gϕ = 0, se cumple
Γα = 0. (B.17)
as coordenadas de este tipo se denominan coordenadas armo´nicas.
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